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VORWORT. 



JJie Vortheile, welche die Benutzung homogener Coor- 
dinaten zur Ableitung solcher Sätze darbietet, die *sich auf 
allgemeine Lagenv^rhältnisse beziehen, sind allseitig anerkannt. 
Die Entwicklungen in homogenen Coordinaten gewinnen — es 
darf das ohne Paradoxie gesagt werden — eine geometrische 
Anschaulichkeit, die der Anschaulichkeit der durch sie reprä- 
sentirten Gebilde nahe kommt, so dass der Vortheil der unun- 
terbrochenen Beziehung auf die geometrischen Gestalten für 
die analytische Geometrie der homogenen Coordinaten in hohem 
Grade in Anspruch genommen werden darf, — und sich hier 
mit allen Vorzügen vereint, die in der • Anwendung analy- 
tischer Schljisse liegen. ' 

Es schien mir eine nicht nutzlose Arbeit, die Funda- 
mentalformeln der Geometrie in homogenen Coordinaten, sowie 
diejenigen Sätze aus der Theorie der Gebilde zweiter Ordnung 
und der collinearen Ver\^andtschaft , welche sich für diese 
Coordinaten eignen, möglichst systematisch, bündig und deut- 
lich zu entwickeln. Ich habe dabei die Bedürfnisse der An- 
fänger wesentlich im Auge gehabt und hoife, ihnen diese so 
fruchtbare Methoden durch meine Schrift leicht zugänglich zu 
machen. 



VI Vorwort. 

Insbesondere hoffe ich, der grossen Mehrzahl von Stu- 
direnden an Universitäten und polytechnischen Hochschulen, 
die im analytisch -mathematischen Denken weit mehr geübt 
sind als im synthetisch - geometrischen , dadurch einen Dienst 
zu erweisen, dass hier die grundlegenden Sätze, auf welchen 
die synthetische Geometrie aufgebaut ist, streng und kurz 
analytisch entwickelt vorliegen, so dass das Studium syptUe- 
tisch - geometrischer Werke mit Leichtigkeit angeschlossen 
werden kann. - 

Die Einführung modificirter Plancoordinaten wird sich, 
wie ich glauben darf, durch ihre analytischen Vortheile recht- 
fertigen, auf die ich auch gelegentlich noch besonders hinzu- 
weisen mir erlaubt habe. 

Dresden, am 15. Februar 1872. 



Richard Heger. 
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§. 1. 

Homogene Coordinaten des Punktes und der Geraden in 

der Ebene. 

1. Unter den homogenen Coordinaten Xi^x^^x^ eines Punktes 
P versteht man die senkrechten Abstände dieses Punktes von den 

p. j drei Seiten ^1,^21^8 eines Drei- 

ecks -4x^2-^3 (Fig. 1). Dieses 
Dreieck heisst das Coordina- 
tendreieck oder Axendreieck; 
die Geraden, anf denen seine 
drei Seiten liegen, heissen die 
Coordinatenaxen des ebenen 

homogenen Coordinaten- 
Systems. 

Die Coordinate Xt (k = 1 
oder 2 oder 3) wird positiv 
gerechnet, wenn P mit Ät auf 
derselben Seite von gt liegt; im Gegenfalle negativ. 

2. Bezeichnet z/ die doppelte Fläche des Coordinatendreiecks, 
so werden für jede Lage von P die Coordinaten des Punktes durch 
die Gleichung verbunden: 

1) giXi •+ g^x-j + g-sXs = ^. 

Das Trinom links werde künftig kurz mit D bezeichnet, die Gleichung 
also mit 

abgekürzt. 

Heger, Analytische Geometrie. i 





2 Analytische öeometrie der Ebenö. 

3. Uebergang von einem Descartes'schen orthogona- 
len System zu einem liomogenen. 

Unbeschadet der Allgemeinheit wird der Ursprung des ortho-- 
gonalen Systems im Innern des Axendreiecks des homogenen Systems 
angenommen. 

Im orthogonalen Systeme habe gt die Gleichung 

atX -^ bjty — 1=0. 

Der Ursprung des orthogonalen Systems hat von dieser Geraden 

den Abstand 

1 

wobei die Wurzel immer positiv gerechnet werden mag. 

Legt man durch den Punkt P mit den Coordinaten xy eine 
Parallele zu g^t^ so hat der Ursprung von dieser Parallelen den 

Abstand 

, ajkX + hty 
et == ,^j^s =-* 

Va? + 61 . 

Die Wurzel werde auch hier positiv gerechnet. Dann wird 

ei ^ 0, 

je nachdem die durch den Ursprung zu gn gezogene Parallele P von 
gk trennt oder nicht. 

Hieraus folgt, dass für jede Lage von P 

Hieraus folgen die Transformationsformeln: 

1 — aiX — 6, y 

Xl = , y ■ 

_ 1 — a^x — biH 

•*'2 — ~ 



2) 



a^ 



1 — OzX — b^y 



Dividirt man die rechten Seiten von 2) Glied für Glied durch 
die Wurzeln und löst die drei linearen Gleichungen nach 1 , x und 
y auf, so erhält man aus der Lösung für 1 nach gehöriger Reduc- 
tion die Gleichung 1) ; die Lösungen nach x und y geben diese Coor- 
dinaten als homogene lineare Functionen der homogenen 
Coordinaten. 
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Die Transformation ans orthogonalen in homogene Systeme ge- 
schieht demnach dorch lineare, die reciproke Transformation durch 
homogene lineare Snhstitutionen. 

4. Um von einem homogenen System in ein anderes über- 
zugehen, denke man sich beide auf dasselbe orthogonale System 
bezogen. Man setze zunächst voraus, dass beide Axendreiecke ein 
Flächenstück gemein haben und lege den Ursprung des orthogona- 
len Systems in dieses Flächenstück. Dann stelle man die Formeln 
2) für beide Systeme auf und löse die zweimal drei Gleichungen 
nach 1,^,^. Indem man nun diese Lösungen paarweise einander 
gleichsetzt, erhält man drei Oleichungen , auf deren linken Seiten 
homogene lineare Functionen der Coordinaten des einen Systems, 
auf deiren rechten homogene lineare Functionen des andern Systems 
stehen. Hieraus folgt: 

Die Transformation aus einem homogenen System in ein anderes 
homogenes geschieht durch homogene lineare Substitutionen. 

Dass die obige Einschränkung auf diesen Satz einflusslos ist, 
erkennt man leicht. Denn wenn die beiden Axendreiecke sich aus- 
schliessen, so construire man ein Dreieck, welches keines der beiden 
ausschliesst , und transformire aus *dem ursprünglichen Dreieck in 
dies Hilfsdreieck und dann aus dem Hilfsdreieck in das neue 
Dreieck. 

5. Sind hi,h2,1h die von den gleichbezifferten Ecken auf dio 
gleichbezifferten Geg^;i«eiten des Axendreiecks gefällten Höhen, so 
sind die Coordinaten der Eckpunkte 

Xi SPji X'i 

für 

Ai : hl 

ulg : Äj 

Ab: hs. 

Sei Q der Radius des vom Dreieck umschlossenen eingeschriebe- 
nen Kreises, sein Centrum, 8 der Schwerpunkt des Dreiecks, so 
sind die Coordinaten 

Xi X^i Xz 

für 

Ol Q Q Q 

8: Vs h Vs h Vs Ä8. 

6. Das Dreipunktsystem. Unter den homogenen Coordi- 
naten %f t^, tis einer Geraden T versteht man die Quotienten aus 
den Abständen derselben von den Ecken Au Aq, As des Coordi- 
natendreiecks und dem Abstände von dem willkürlich in der Ebene 
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angenommenen Fixpunkte C, Man giebt u^ das positive Vorzeichen^ 
wenn Äjt und C auf derselben Seite von T liegen; im Gegenfalle 
das negative. Die drei Punkte Ai, ^2» -^s heissen Hauptpunkte 
des Systems (Fig. 2). 

7. Zum Uebergange aus einem orthogonalen Sy- 
steme in ein ho- 
mogenes seien die 
orthogonalen Coordi- 
naten der Haupt- 
punkte gegeben, und 
zwar ajt ßi far Ät ; 
die orthogonalen Co- 
ordinaten der Gera- 
den T, d. i. die reci- 

proken Axönabschnitte derselben seien u und v. Die Coordinaten 
von C in Bezug auf A\^A^yA^ seien ri,r2, ra. Setzt man nun, was 
unbeschadet der Allgemeinheit geschieht, den Fixpunkt G als Ur- 
sprung des orthogonalen Systems voraus, so liefert die Entwicke- 
lung in 3): 

«1 = 1 — ttiU — ßxV, 

3) W2 = 1 — «2 w — /J2 1', 

ti3 = 1 — «8 M — jSa V. 

8. Löst man diese Gleichungen nach 1^ auf, so erhält man : 




1 «1/3, 




%ai/3i 


1 «2/32 




thCCißi 


1 «8 /'s 




U3OC3 ßs 



4) 



Diese Gleichung liefert: 

giri . tti +- g2r2 . ^ + üzTz . u^ = ^. 



Diese Gleichung erfüllen die drei homogenen Coordi- 
naten jeder Geraden; dasTrinom links werde durch tt bezeichnet, 
die Gleichung 4) also durch 

U = ^ 
abgekürzt. 

9. Alle Geraden, welche eine Goordinate gemein haben, für 
welche also z. B. «* ein und denselben gegebenen Werth hat, um- 
hüllen einen Punkt P. Derselbe liegt auf Ak C und theilt die 
Strecke At C im Verhältniss 
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Wählt man nun drei Zahlen i*i',W2', w^', welche 4) erfüllen, und 
constrnirt die Gerade, welche Äi im Yerhältniss ( — UiO, A2 G im 
Verhältniss (— 1*2') theilt, so sind w/ nnd W2' die auf Ai und Ä2 
bezüglichen Coordinaten der Geraden, und die dritte Coordinate 
derselben kann von ««3' nicht verschieden sein. Hieraus folgt: Durch 
drei Zahlen tti, 1*2,^3» welche die Gleichung 4) erfüllen, ist stets 
eine Gerade eindeutig bestimmt, welche diese Zahlen zu Coordina- 
ten hat *). 

10. Die Transformation aus einem orthogonalen Systeme in ein 
homogenes, oder aus einem homogenen Systeme in ein anderes er- 
folgt durch homogene lineare Substitutionen. 

11. Die Coordinaten der Seiten des Axendreiecks sind 



für 

ÄiÄs 



AzÄi 



AiA^ 



1*1 


«2 % 


Äl 








n 




















rz 



Jede durch den Fixpunkt C gehende Gerade hat zu Coordinaten: 

= ± 00, «a = + 00, tts = i 00. 



§.2. 

Gleichung der Geraden und des Ftinktes in homogenen Coor- 
dinaten des Punktes und der Geraden. 

1. Gleichung der Geraden in homogenen Punktcoor- 
dinaten. 

Die Gleichung einer Geraden T im orthogonalen Systeme sei: 

(T=) aa; + 6y — 1 = 0. 

Unter Benutzung der früheren Bezeichnungen hat man für die 
Punkte von T die vier Gleichungen : 



*) Den Umstand, dass dies von den Plücker' sehen Geraden coordi- 
naten in Bäcksicht auf ihre Bedingungsgleichung nicht gilt , darf ich zu 
Gunsten der von mir vorgeschlagenen Coordinaten auslegen. 
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Ya[+h^Xi + aix + hiy — l =0, 

Va|"-M|^3 + «a^J + &gy — 1 = 0, 

ax + hy — 1=0. 

Hieraus folgt für Xi, x^, X3 : 



Vaf+b^, . Xi ai 5i 1 

Va| + 6| . x^ 0-2 l>2 1 

Va^ + hl . Xz <h h 1 

a h l 



= 0, 



d. i.: die Gleichung der Geraden in homogenen Punktcoor- 
dinaten lässt sich in die Form bringen: 

axXi + 02 a;a + «8 a?8 = 0, 

worin (iu<h^<h drei die Gerade charakterisirende Constanten sind. 

Ebenso leicht folgt: Alle Punkte, deren Goordinaten der mit 
drei willkürlichen Constanten gebildeten homogenen linearen Gleichung 

^1 ^1 H" Ö2 ^2 + Ö3 ^3 = 

genügen, liegen auf einer durch diese Constanten eindeutig bestimm- 
ten Geraden. 

2. Die Gleichung der Geraden, welche durch die Punkte P' 
und P" mit den Coordinaten o;]^ und x^ geht, hat zur Gleichung: 



Xi X2 x^ 
Xi X2 Xs 

X," x^' x^' 



= 0. 



3. Lehrsatz. Jeder Punkt P, dessen Coordinaten Xj^ 
aus denen zweier gegebenen Punkte P' und P" mit den 

Coordinaten a?i und x*l 
^* * abgeleitet werden nach 

Xu = vx\ + r^', 
v + r = 1, 

liegt auf der Geraden 
PP' (Fig. 3). 

Beweis. Die so be- 
rechneten drei Werthe X\^ 
x.2,Xz sind in der That die 
Coordinaten eines Punktes, 
denn sie erfüllen die Glei- 
chung D = ^. • 
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Setzt man sie in die Gleichung der Geraden F'F'^ ein, so erhält 
man links: 

iß\ x^ Xz 

Xi X^ Xz 

Diese Determinante verschwindet identisch. 

4. Transformirt man die Goordinaten von Pyl^^P* in ein neues 
System und sind hier die Goordinaten 1^, |i, |if, so haben die Trans- 
formationsformeln folgende allgemeine Gestalt: 

|i' = ^,aj/' + ^*a?,"+ Cux,^\ 
I* == AtXx + Bu(h + CkXz. 
Hieraus folgt: 

Hiemach haben die Coefficienten k' und A" eine vom Coordi- 
natensystem unabhängige, nur von der gegenseitigen Lage der drei 
Pimkte abhängige Bedeutung. 

Um dieselbe zu ermitteln, nehmen wir ein hierfür möglichst 
geeignetes Coordinatensystem, in welchem P auf ^1, P' auf J.3 liegt. 
Die Goordinaten der drei Punkte sind hier 

Xi X% Xz 

für 

P' Äi 

P" Ä2 

P"' A'Äi V'hi 0. 

Es verhält sich nun 

P"P : P'P :PP = l' :1 : V\ 

wenn die Strecken AB mit gleichen Vorzeichen behaftet werden, 
welche vom Punkte A zum Punkte B in gleicher Richtung durch- 
laufen werden. 

Hiemach ist P derjenige Punkt, welcher die Strecke P P* im 

Yerhältniss 

P'P'.PP = 1' : A" 

theilt, wobei ein positives Yerhältniss dem Innern, ein negatives dem 
äussern Theilpunkte zugehört. 

Hieraus folgt: Die Goordinaten eines jeden Punktes der Gera- 
den P* P* können unter der Form 

a:*=A'4 + ^'V; 
dargestellt werden. 



1 
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5. Lehrsatz. Die Coordinaten jedes Punktes der 
Ebene können unter der Form 

dargestellt werden, 



Fig. 4. 




wenn a;i, iti', x*k die 
Coordinaten dreier 
nicht in derselben 
Geraden gelegenen 
Punkte sind (Fig. 4). 
Beweis. Man ver- 
binde P"' mit P und 
schneide durch P" P'. 
Der Schnittpunkt il habe 
die Coordinaten lit* Man 
kann nun die vier Coef- 
ficienten 

immer bo wählen, dass zagleich 

a) ft : V" = I^':P : PH, ft" + IT = 1, 

b) r : A' = Pn : 77 P", A" + A' = ft". 
Alsdann ist nach den vorigen Nummern : 

«, = A"'4" + ft|*, 
A'' A' 

woraus folgt: 

xt = A"'*i" + A"xi' + AVt, 

wie zu beweisen war. 

Die Bestimmung der A ist eindeutig, es wird also unter dieser 
Form jeder Punkt, und zwar nur auf eine Weise dargestellt. 

Man sieht leicht, dass P der Mittelpunkt paralleler Kräfte von 
der Grösse A'A"A"' mit den Angriffspunkten AiAiA^ ist. 

6. Die Coordinaten der Spuren der Geraden 

«1 a?i -f" ^2 ^2 -f" Ö3 iCs = 
auf den drei Coordinatenaxen ergeben sich aus den Gleichungspaaren : 

für die Spur auf gi : «2 3^2 + ^g a?8 = 0, 

^2^2 + Ö'saJa = ^; 
für die Spur auf g^: a^x^ -^ UiXi = 0, 

9b^6 + ^ia?i = ^; 
für die Spur auf g^ : «i a?i -]- 0^X2 = 0, 
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Die Coordinaten des Durchschnitts der zweiten Geraden 

Ol a5| + €t2 x^ + »j Xs = 0, 
ai'xi + 02^X2 + (h'xs = 

sind die Lösungen des Systems 

«1 Xi + 02 X2 -\- (hXi = 0, 

aiXi + 02^X2 + ^3^X3 = 0, 

ö'i Xi + öTg iCa + g-s Xs = ^/. 

7. Lehrsatz. Bei dieser homogenen Coordinaten- 
bestimmung gieht es eine und nur eine homogene lineare 
Function, deren zugehörige Yariabelnsysteme sämmtlich 
unendlich grosse Werthe erhalten. Man hat also für 
Kechnungen mit iiomogenen Dreieckscoordinaten anzu- 
nehmen, dass es eine und nur eine Gerade giebt, deren 
Punkte sämmtlich unendlich fern sind. 

Beweis. Sei, um dies zu beweisen, 

T '^ OiXi +02X2 + a^Xs = 

di« Gleichung einer beliebigen Geraden, 

r« ^ AiXi +/^2ir2 '\- AsXs = 

die Gleichung einer Geraden mit lauter unendlich fernen Punkten, 
so muss das System 

• ^Xi + «2 ^ + ^8 ^ ^= 0, 

91 Xi + 92X2 + gsXi =^ zf 

für beliebige Werthe von 01,02,03 unendlich grosse Lösungen geben. 
Die nothwendige und ausreichende Bedingung hierfür ist 

A-i : A2 : As ^= gi : g-y : g-s, q. e. d. 

Die Gleichung der unendlich fernen Geraden ist demnach 

T„ = giXi + g2X2 + 93X2 = 0. 

8. Lehrsatz. Sind T' und T" die linken Seiten der wie ge- 
wöhnlich auf Null reducirten Gleichungen zweier Geraden, so wird 
die linke Seite einer beliebig durch den Schnittpunkt T^ T" gelegten 
Geraden dargestellt durch 

worin ft' und (i" zwei Constante bedeuten, deren Verhältniss die 
Gerade T eindeutig charakterisirt. 
Beweis. * Sollen die Geraden 

T = 0, T' = 0, T" = 



Ol 


<h 


(h 


a,' 


(h' 


Oa' 


«i" 


Oi" 


03" 
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einen gemeinsamen Pnnkt enthalten, so muss die Determinante des 
Systems dieser drei Gleichungen yerschwinden : 



= 0. 



Hierfür ist die nothwendige und ausreichende Bedingung: 

Ui :=! in! a^ -f ii!' a'i, q. e. d. 

9. Lehrsatz. Sind T'= Ö, T" == 0, T'" r= die Gleichun- 
gen dreier Geraden, die nicht durch einen Punkt gehen, so lässt 
sich die linke Seite der Gleichung einer jeden Geraden aus den lin- 
ken Seiten der Gleichungen der gegebenen Geraden ableiten durch 

wobei T durch das Verhältniss fi' : fc" : ft"' eindeutig bestimmt ist 
Soll diese Darstellung möglich sein, so müssen sich die fi so 
bestimmen lassen, dass 

a, = ii!a\ + ^"a? + fi'"ai"; Ä = 1, 2. 3. 

Dies ist eindeutig und für endliche Werthe von ft', fi", fi'" möglich, 
sobald 



ai" 0^" «3" 
Ol'" o^"' 03'" 



= 0, 



d. i. sobald die gegebenen Geraden nicht durch einen Punkt gehen. 

10. Soll die Gerade T = mit T' = parallel gehen, so 
ist ausreichend und noth wendig, dass T durch den Schnittpunkt 
T* T^ geht; es muss sich also T unter der Form darstellen lassen: 

Soll T überdies einen gegebenen Punkt x*k enthalten, so müssen 
fi',jU<'' so bestimmt werden, dass 

fi'(a/a?i' + (j^x^ + «»'aJaO + V^* {9\^\ + 9i^^ + ^3 V) = 0, 
d. i. fi' : fi'' = — z/ : T/, 

wenn T\ abkürzend für a/a?/ + a^ x^ -f" <h* ^z gesetzt wird. Also 
ist die Gleichung der Parallelen zu T' durch P': 

11. Gleichung des Punktes in homogenen Geraden- 
coordinaten. 

Die Gleichung des Punktes in gewöhnlichen Geradencoordi- 

naten sei 

au -{- ßv — 1 = 0. 
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fuge hierzu die Transformationsformeln 

Wi + ttiU + ßiV — 1 = 0, 

II2 ~\- CC2U '\- ß2V — 1 = 0, 

1h -\- fXzU + ßsV — 1=0. 

Das ZuBammenhestehen dieser vier Gleichungen hedingt das 
rerschwinden der Determinante 

«*i «1 ßi 1 

t<2 a^ ß2 1 

Us (h ßs l 

a /3 1 

Die linke Seite der Gleichung des Punktes in homogenen Coor- 
linaten kann demnach als homogene lineare Function der Goordi- 
aaten dargestellt werden. Sie werde künftig in der Form henutzt: 

(P =) «1«! + Uith + cc^Us = 0, 

worin aj,a2, «3 drei Constanten sind, welphe den Punkt eindeutig 
bestimmen. 

12. Die Gleichung des gemeinsamen Pnnktes der beiden Gera- 
den T' und T" mit den Coordinaten iti und Ut ist: 



= 0. 



Ui IA2 



«1 U2 Uz 



II 



n 



Ui U2 U3 



// 



= 0. 



13. Lehrsatz: Jede Gerade T, deren Coordinaten aus 
denen zweier gegebener Geraden T\T" durch die Formeln 
abgeleitet werden können: 

Uj, = l'u*t + rtii'; Ä = 1, 2, 3; A' + A" = 1, 

geht durch den Punkt T' T" (so werde immer der Schnittpunkt 
von T' und T" bezeichnet). 

Beweis. Die so berechneten Ui, 112,113 erfüllen die Gleichung 

U = ^, 

sind also in der That drei Coordinaten einer Göraden. Sie erfüllen 
die Gleichung des Punktes T' T'' (12). 

14. Da die Transformation aus einem homogenen Systeme in 
ein anderes durch homogene lineare Substitutionen erfolgt, so ist, 
wenn TT* T" (aus Nr. 13) in einem beliebigen System die Coordi- 
naten VitnVi*k^Vi!k haben: 

' u* = A'ui + A"ulf. 



1 
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Die Coefficienten X\X" haben mithin eine Tom System onalh 
hangige, von der gegenseitigen Lage der drei Geraden allein ab- 
hangige Bedeutnng. 

Um dieselbe zn erkennen, bezeichnen wir die dem Fixpnnkte 
zugewandten Seiten der Geraden als positive Seiten nnd wählen ein 



Fig. 5. 




Axendreieck, in welchem A-i auf 
dem Schnittpunkte T' T" und A 
auf T", At auf T' wiUküiUclJ 
doch so liegen, dass sich C m^ 
Innern des Dreiecks befindet 
(Fig. 5). 

Die Coordinaten Yon T' undj 
T" sind demnach: 



für 



«1 Ua »3 



0, 



für 



ml . *I 





T": 


r" 







0, 



mithin sind die Coordinaten für T: 

Bezeichnet allgemein A B einen spitzen oder stumpfen , von 
zwei Geraden A,B gebildeten Winkel, so gilt zunächst ohne Rück- 
sicht auf Vorzeichen : 

rui= g2 sin TT*\ 
ru2 = gi sin TT\ 
wenn r den Abstand des Fixpunktes von T bezeichnet. Hiernach ist: 

sin TT" : sin TT' = -7- : — • 

r r 

Bezeichnet man den von den positiven Bändern von T' T" be- 
grenzten Winkel als innem, sein Supplement als äussern Winkel 
der beiden Geraden, so findet man rücksichtlich der Vorzeichen die 
Regel : 

Ist das Theilverhältniss A' : k" positiv öder negativ, so theilt 

T den äussern oder beziehentlich innem Winkel T' T" , und um- 
gekehrt. 
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Denn wenn T den Innern Winkel T' T" theilt, so haben Ui 
Dmd 1*2 nngleiche Zeichen, mithin müssen dann anch A'A" ungleiche 
Zeichen haben. Theilt hingegen T den äussern' Winkel T' T", so 
tiaben Ui und ti^, also auch A' und k", gleiche Zeichen. 

15. Lehrsatz. Die Coordinaten jeder Geraden T las- 
sen sich aus den Coordinaten dreier Geraden T\T*\T'*\ die 
nicht denselben Punkt enthalten, nach den Formeln ab- 
leiten : 

u, = A'wi + r«i' + r'tti", A' + A" + A'" = 1. 

Beweis. Zur Bestimmung der A hat man die Gleichungen: 

u^ = A'w/ + A"wi" + A'"<, 

«i3 = A't^/ + A"f*2" + A'"<, 

ti3 = A'wa' + A"«*3" + 'l'"^*^. 

Diese liefern endliche und eindeutige Werthe für die A, da ja nach 
der Yoraussetsung die Determinante dieses Systems nicht ver- 
schwindet. 

16. Die Gleichung des auf der Geraden T' gelegenen unend- 
lich fernen Punktes sei 

Dann muss 

«i'w/ + «2'%' + a^iH = 0. 

Ist e der Abstand irgend einer zu T' parallelen Geraden T von 
T', so hat T die Coordinaten 

r'fii + e 

r -\- e 

Setzt man dies in die Gleichung des unendlich fernen Punktes 
ein, so erhält man nach einfacher Keduction: 

/(«i'mi' -I- «2^*2' + «8'%') + («i' + «2' + «aO^ = 0. 
Hieraus folgt als Bedingung dafür, dass 

«1 Wi + «2 «2 + «8 «a = 
die Gleichung eines unendlich fernen Punktes ist: 

«1 + «2 + «8 = 0. 

17. Lehrsatz: SindP'P" die linken Seiten der Gleichungen 
zweier Punkte , so kann die linke Seite der Gleichung jedes Punktes 
P der Geraden P' P" auf die Form gebracht werden : 

P = ii'F' + 11" P", 
die Gleichung von P also auf die Form 

(P 3=) ^i'P' + ^"P" = 0. 
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18. Lehrsatz. Sind P , P", P"' die linken Seiten d^ 
Gleichungen dreier, nicht in derselben Geraden gelegenen FonktJ 
so kann die linke Seite der Gleichung eines beliebigen Panktesj 
auf die Form gebracht werden: 

P = fi'P' + ft"P" -f /t'^P"', 

die Gleichung von P also auf die Form 

(P =) /t'P' + ^"P" + ^'"P"' = 0. 

Durch die ft ist in beiden Fällen der Punkt eindeutig bestimmi 

§.3. 
Vermisohte Aufgaben über Funkt und Gerade. 



1. Für die nachfolgenden Rechnungen ist es zum Theil yor 
theilhaft, sich djsr Plücker' sehen Geradencoordinaten zu he 
dienen. 

Unter den Plücker'schen Coordinaten einer Geradei 
versteht man die Abstände Ui , U2 , U3 der variabeln Geraden voJ 
den drei Ecken des Axendreiecks. Dabei wollen wir die VorzeicheJ 
ebenso bestimmen, wie bei den hier verwendeten homogenen G<rt 
dencoordinaten. Die Plück er 'sehen Coordinaten werden unter Be 
nutzung der bisherigen Bezeichnungen aus ortiiogonalen Coordinatei 
durch die Formeln abgeleitet: 

1 — «iW — ßiV 



Ui = 



W2 



U3 = 



1 — a^u — ß^v 
1 — a-iU — ßz'^ 



]/w2 ^ ^2 

Man gewinnt die reciproken Transformationsformeln, indem 
man rechter Hand die Trinoijiien Glied für Glied durch den gemein- 
samen Nenner yu^ -f" ^^ theilt, die Gleichungen nach 



luv 



auflöst und die letzten beiden Lösungen durch die erste dividirt; 
dann erscheinen u, v als Quotienten homogener linearer Functionen 
der Plück er 'sehen Coordinaten. 

Um aus einem Plück er 'sehen System in ein anderes zu trans- 
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£oi*miren, beziehe man beide auf dasselbe orthogonale System und 
se'tze die Lösungen für 

u V 

aus beiden homogenen Systemen berechnet, einander gleich. 

Man erhält dann für denÜebergang aus einem PI ück er' sehen 
System ins andere homogene lineare Substitutionen. 

Aus der Abhängigkeit der Lösungen für 

1 u V 

erhält man für die drei Plücker' sehen Coordinaten einer Geraden 
die Gleichung: 

— 2 5^8^1 cosy^VizMi = ^\ 

2, Bestimmung des Abstandes eines Punktes JP' von 
einer Geraden T, deren Gleichung in Punktcoordinaten 
^e^eben ist. 

Sei 

die Gleichung der gegebenen Geraden. Setzt man in T die Coor- 
dinaten eines nicht auf der Geraden T gelegenen Punktes P' ein, 
so erhält T einen von Null verschiedenen Werth. Transformirt man 
die Gleichung T = und die Coordinaten von P in ein anderes. 
Dreiecksystem, so geht 

T = in T = 0, T(x'i) in T(|i) 

über. Da nun T(||) aus Tix^) nur dadurch entstanden ist, dass 
man für Xt gleich grosse Werthe, durch 1* und die neuen Con- 
stanten ausgedrückt, eingesetzt hat, so hat sich der Zahlenwerth von 
T(xt) beim Uebergang in die neue Form T(|i) nicht geändert. 

Der Werth, welchen das Polynom der Gleichung einer Geraden 
erhält, wenn man die Coordinaten eines beliebigen Punktes hinein- 
setzt, ändert sich demnach beim Uebergang in ein neues System 
nicht. 

Denken wir uns nun die Transformation in ein neues System 
ausgeführt, welches die Axen Xi und a?2 des alten Systems, statt der 
Axe Xs dagegen die Gerade T enthält, so ist die Gleichung dersel- 
ben im neuen System: 

^la = 0. 



16 Analytische Geometrie der Ebene. 

Also gilt für jeden Punkt P', wenn I3 der Abstand desselbra 
von T ist : 

Wenden wir diese Formel auf die drei Eckpunkte des Coor- 

dinatendreiecks an, bezeichnen mit u^ die Plüc ker' sehen Coordi- 

nattti von T und beachten, dass fiii* alle Punkte auf derselben 

Seite von T das Polynom T ein und dasselbe Vorzeichen erhält, so 

erhalten wir 

a\ hl a^ Äg 03 7*3 

Für den Abstand der Geraden vom Fixpunkte erhält man : 

r = 

Demnach sind die Coordinaten von T: 

u* ajthjt 



Setzt man die Coordinaten u^ in die Endgleichung von 1) ein. 
so erhält man: 
A^ = ai -\- a2 + ^s — 2aiaiC0sys — 2 020-3 cosyi — ^a^axcosy^. 

Da nach unseren Voraussetzungen der Abstand vom Fixpunkte 
immer positiv zu nehmen ist, so hat man für A die positive oder 
negative "Wurzel zu nehmen , je nachdem 

«in + ojra + a%n ^ 0; 
denn dann wird in der That stets 

(»in + «2^2 -\- o^rz)iA> 0. 

Erweitert man die Gleichung einer Geraden mit it 1» je nach- 
dem 0\r\ + «2 fg + flfs ^8 ^ , und hierauf mit dem reciproken 
Werthe der positiven Wurzel aus A\ so entsteht eine neue Glei- 
chung, wieder von der Form 

OiXx + OiX^ 4- «S^Ts = 0, 
in welcher jedoch ^ = 1 ist. Die so reducirte Form der Gleichung 
einer Geraden heisse die Normalform der Gleichung der Ge- 
raden. 

Ist Ai Oh + öJj rCj 4- »3 ^a = die Gleichung einer Geraden in 
der Normalform, so sind die PI ück er 'sehen Coordinaten derselben: 

Der Abstand e eines beliebigen Punktes von dieser Geraden ist: 

e -= a\Xi + Oj «2 +■ «3 a?s. 
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Zu Gunsten späterer Entwicklungen unterscheiden wir eine 
zweite Normalform der Gleichung der Geraden gemäss folgender 
Definition : 

Ist 

Uix -\- a2X^2 -]- a^x^ = 

die Gleichung einer Geraden in beliebig erweiterter Form, so ist 
die zweite Normalform dieser Gleichung: 

«1 ri -+- «2 '2 I «:; n 

Ist demnach 

die Gleichung einer Geraden in zweiter Normalform , so ist 

«in + »an» + «.{»"s = 1 
und die Coordinaten dieser Geraden in Bezug auf einen Punkt P' 

«' = aiXi* + äjX^ + a^^a'. 

3. Zur Transformation aus einem homogenen Punkt- 
coordinatensystem in ein anderes seien die Gleichungen der neuen 
Axen in Bezug aufs alte System und zwar in Normalform gegeben. 
Es seien dieselben für die neue 

Xi-Axe: a/ Xi + 02' a^ + a^ x^ = 0, 
Xa-Axe: ai* Xi + a^' x^ + (h" ^z = 0, 
Zs-Axe: ai'"a?i 4- «2'" ^2 + a-s" ^6 = 0. 
Für das neue Systei^ ist ein neuer Fixpunkt im Innern des 
neuen Axendreiecks anzunehmen. Sei ferner fi* = db 1 » je nach- 
dem die Coordinate Jt*Ä des alten Fixpunktes in Bezug auf das neue 
System positiv oder negativ ist. 

Dann sind die Transformationsformeln die Lösungen des Systems 
Xi = £i(ai' Xi + a2 X2 + a/ x^), 
X2 = £2(«i" ^1 + a/' X2 + üi" Xi\ 
X3 = £3(«i'"a^i + a2"*X2 + aj"x^\ 

4. Bestimmung des Abstandes einer Geraden T' von 
einem Punkte P, dessen Gleichung in Geradencoordinaten 
gegeben ist. 

Setzt man die Coordinaten wi einer Geraden in die Gleichung 
eines Punktes ein, so erhält dieselbe im Allgemeinen einen von 
Null verschiedenen Werth. Transformirt man zu einem neuen Drei- 
punktsystem, so bleibt dieser Werth ungeändert, da ja für die Coor- 
dinaten dabei ihnen gleiche Werthe eingesetzt werden. Wählt man 

Heger, Analytische Creomctrie. <) 
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nun ein solches neues System, in welchem P selbst Goordinaten- 
punkt ist, so ist die Gleichung von P im neuen System : 

ÄU=0, 
wenn mit U die auf P bezogene Goordinate verstanden wird. Es 
ist mithin 

Wendet man diese Formeln auf die Seiten des Coordinaten- 
dreiecks an und bezeichnet mit Xi , ^ , ^ die Goordinaten von P, 
so erhält man: 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung 
ein, so erhält man 

il rr: a^ -|- O62 + Ä«. 

Also ist 

«1 -r «« -r «3 
Hiernach erscheint es zweckmässig, die Gleichung eines Punktes 
so zu kürzen, dass in der gekürzten Form 

«1 + «2 + «8 = 1; 
diese Form möge als die Normalform der Gleichung eines 
Punktes bezeichnet werden. 

Die NormaKorm der in beliebig erweiterter Form gegebenen 
Gleichung des Punktes 

P ^ «lUi + osii) + a^tij = 

lautet demnach 

«1 , «« , 053 



«1 + «2 + «8 «l + «2 + «3 «1 + «2 + «8 

Ist 

«itti + «sWa + (X3U, = 

die Gleichung eines Punktes in der Normalform, so hat die Linie 
T', deren Goordinaten Ui\ %', «3' sind, in Bezug auf P die Goor- 
dinaten : 

Der Abstand des Fixpunktes von einer Geraden T, deren Goor- 
dinaten gegeben sind, ergiebt sich durch Substitution derPlücker'- 
schen Goordinaten 
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u* = rujt 

in die Identität für Plücker'sche Coordinaten. Man erhält 

-^ = 9i^ + 9i^i + ffM — 2 9x92 cosYsihU2 — Zg^gs cosfiU^ih 

— 2gsgiCosy2UsUi. 

Die Wurzel für r ist immer positiv zu nehmen. 
Unter Benutzung dieses Werthes für r ergiebt sich der Abstand 
des Punktes P von der Geraden T : 

e = r(aiUi' + oi^u^ + ot^u^Y 

5. Zur Transformation aus einem Dreipunktsystem 
in ein anderes seien die Gleichungen der neuen Coordinatenpunkte 
in Bezug auf das alte System in der Normalform gegeben, und z;7ar 

• für den Punkt Z7i : «i' Wi + «3' «^ -f- «g' M3 = 0, 
» » « ^2 : «1" «*i + «2" «*2 + «3" ««3 = 0, 
„ „ n ^3: ai'"wi + «2'" «2 + «8'"t«8 = 0. 
Alsdann sind die Transformationsformeln für Ui^ die Lösungen 
des Systems 

üi = a/ Wi 4- <*2' % + «3' %> 
TJ'i = «i" tti + «2" W.2 + «a" t<3 , 
Us = «/"wi + «2'" «2 + «s'^Wa , 
wobei TJ]t die Coordinaten im neuen System bezeichnen. 

6. Ein Punkt P mit den Coordinaten a?* habe die Normal- 
gleichung 

(P =) «1 «1 + «2 «2 + «8 «3 = 0, 
so ist 

Xjt = athk, «i = T-; 
also ist die Gleichung von P in der Normalform : 

Eine Gerade T mit den Coordinaten u^ habe die Gleichung in 
. Normalform: 

a\ Xi + a2 ^2 +■ ^3 a?3 = 0, 
so ist 

_ rui 

also ist die Gleichung der Geraden T in der Normalform : 

rui , ri*2 , «"Wa ^ 

2* 



1 



Fig. 6. 
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7. Bestimmung derEntfernung zweierPunktePund jP*. 
Zieht man durch P und P Gerade in den Richtungen bezie- 

4ientlich Ai.Ak und ÄiÄt, so erhält man mit der Geraden PP* = S 
zusammen ein Dreieck, in welchem d dem Winkel yi oder dem Win- 
kel 180® — yi gegenüberliegt, je nachdem die Differenzen 

di = Xi — irj und Öi = Xi — x/ 
verschiedene oder gleiche Vor- 
A2 zeichen haben (Figur 6). Die bei- 

den übrigen Seiten sind: 
Xi — x'i xi — x\ 
sin y Je ' sinyu 

Hiernach gilt allgemein: 

Um einen symmetrischen 
Ausdruck zu erhalten, bilde man 
gk^ö^i wende diese Formel für alle Cyclen der Indices 1, 2, 3 an 
und addire; man benutze 

sin^-yi z/2 ' 

alsdann erhält man 

8. Bestimmung des Winkels zwischen zwei Geraden 
T und T' aus den Coordinaten derselben. 

Aus den Formeln für Transformation aus homogenen in ortho- 
gonale Coordinaten folgt: 

ru == 

rv = — 

Ferner bilde man analoge Formeln durch Vei-tauschung von 
u, r, r, Wi, «-2, W3 gegen w', v\ r', u/, u^, tis'. Der gemeinsame 
Divisor aller vier Werthe ist bekanntlich gleich der doppelten Drei- 
ecksfläche. Entwickelt man die vier Zähler als Functionen der Ujt 
und bildet 





u, \ß, 




1 «1 ßl 


r 


U2 1 ß2 


• 

• 


1 «2 ß2 




Ua 1 ßs 




1 «8 ßs 




Ui 1 ai 




1 a,ß, 


r 


e^ 1 «2 


• 
• 


1 «2/32 




«*3 1 «3 




1 «8 ßn 
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cos TT' = rr' (uu' + vr'), 



21 



so erhält man 



rr 



cos TT* =— 2fj(**i**i'^i + ^^'92 + ««sWö's . 

— K Ui' + th^i '] 9\ 92 cos ys — [wi Wa' + «3%'] ^3^2 cosy^ 

— [us ui' + ui us'] gi gz cos y^) . 

Dabei ist für T T derjenige Winkel zu nehmen , den die dem 
Fixpunkte zugewandten Ränder von T und T' begrenzen. 

9. Berechnung der Dreiecksfläche aus den Coordi- 
naten der E-cken. 

Das Dreieck habe die Ecken B\ J5", B**' \ dieselben haben die 
homogenen Coordinaten a;i, a?i, a;i", und bezogen auf ein orthogo- 
nales Hilfssystem, dessen Ursprung im Innern des Axendreiecks 

liegt , a^V, :r"y', a!"V". 
Die Determinante 



Xl X2 Xz 
Xi" Za" X," 
Xl »2 »3 



= jB 



zerfallt in das Product zweier Determinanten; es ergiebt sich 



B = 



1 Ui hl 




1 02 &2 


• 


1 Öfs &8 





1«' y 
1 «" y 

1 a;"V" 



1 



V« + 6,0 («I + b^') («I + b:0 



Das Product des ersten und letzten Factors ist 

hl Ä2 A3 ' 

wenn ^ hi h^ A3 die doppelte Fläche und die Höhen des Axen- 
dreiecks bedeuten. Ferner ist der mittle Factor das Doppelte der 
gesuchten Dreiecksfläche. Hieraus folgt die gesuchte Fläche zu: 



J5,Ä2-B3 = 



2 hl h'i A3 



Xl X2 X3 
i"l" X^" Xs" 

xr X2"' xr 



Ueber die Bedeutung des Vorzeichens der Dreiecksdeterminante 



BD{BiB.2B)3 = 



I 



Xl X2 X'i 
Xl X2 Xs 
Xl X'i Xz 



wird wie folgt entschieden : 

Zwei Dreiecke BiBtBi und BrB^Bt heissen gleichen 
oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem die Bewe- 



^ 
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g'ung von Bk nach Bi^ beziehentlich von Bg nach -B^, von 
Bi^ beziehentlich Br aus gesehen unter gleicher oder 
unter entgegengesetzten Kichtungen erscheint. 

Lehrsatz: Zwei Dreiecke BiBkBi und BrBgBt sind 
gleichen oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem ihre 
Determinanten 

DD(BiBiBi) und DDiBrBsBt) 
gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben. 

Beweis: Permutirt man zunächst die Ecken ein und desselben 
Dreiecks , so dass aus der Ordnung Bi B2 Bs die Ordnung Bi Bjt Bi 
entsteht, so ist 

J)J){BiBkBi) = ± DBiBiBiBs), 

je nachdem ilcl eine gerade oder ungerade Permutation von 123 
ist. Nun sind aber alle geraden Permutationen von 12 3 zugleich 
cyklisch; in diesem Falle erscheint in der That die Bewegung von 
Bk nach Bi, von Bi aus gesehen, in derselben Richtung, wie die Be- 
wegung B2 Bz von Bi aus gesehen. Jede ungerade Permutation der 
drei Elemente kann aus einer cyklischen durch Vertauschung der 
letzten beiden Elemente derselben abgeleitet werden; ist ihl cy- 
klisch , so ist i Z A; ungerade , und es ist alsdann 

DB{BiBiBk) = — DDiBiBiBs). 
Die Bewegungen BiBk und B^Bi erscheinen von jedem Punkte 
aus unter verschiedenen Richtungen. 

Hiermit ist die Behauptung für die verschiedenen Formen der 
Determinante ein und desselben Dreiecks bewiesen. 

Ersetzt man ferner in dem Dreiecke Bi B2B3 und in der zu- 
gehörigen Determinante einen Punkt Bi durch irgend einen andern 
Punkt Bj der Ebene, so wird das neue Dreieck mit dem ursprüng- 
lichen gleichen oder entgegengesetzten Sinnes sein, je nach- 
dem Bi und Bj auf derselben oder auf entgegengesetzten Seiten der 
durch die beiden anderen Ecken gehenden Geraden liegen. Da nun 
aber die linke Seite der Gleichung der Geraden P P': 



Xi X2 Ä?3 
Xy X2 Xs 
Xi' X2 Xs' 



= 



Werthe gleichen oder entgegengesetzten Zeichens erhält, je nach- 
dem man für die laufenden Coordinaten Xjt die Coordinaten a?i" von 
auf derselben oder entgegengesetzten Seiten der Geraden P P' ge- 
legten Punkten setzt, so sind demnach die Bedingungen identisch, 
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unter welchen durch die Substitution Bj für Bi das Dreieck seinen 
Sinn und die zugehörige Determinante ihi* Zeichen wechselt, q. e. d. 

Die Determinante des Axendreiecks 

DD (Ax A^Az) = nih2h 
ist positiv. Die Formel 

B^B^Bz = /! DD[B, B2Bs) 

J hl /»2 ns 

liefert demnach einen positiven oder negativen Werth, je 
nachdem das Dreieck B\ B^B^ mit dem Axendreieck 
A1A2A3 desselben Sinnes ist oder nicht. 

Berechnung der Dreiecksfläche aus den Normal- 
gleichungen der Ecken. 

Sind die Gleichungen der Ecken in der Normalform für B^^^: 
so ist bekanntlich 

Setzt man diese Wei*the nach J7, so lässt sich hi h% h^ als Factor 
absondern. Hiernach ergiebt sich die Dreiecksfläche aus den 
Gleichungen der Ecken zu 





2 


«i' «2' «s' 


^1 B2 Bz — 


«1 Ä2 «3 




(A\ «2 «3 



Die Höhen und die Winkel des Dreiecks lassen sich aus Fläche 
und Seiten berechnen. 

10. Berechnung der Hphen eines Dreiecks aus den 
Gleichungen der Seiten. 

Das Dreieck B! 5" B^* habe die Seiten & &' G'" und die Hö- 
hen fi'H"fi'". Die Gleichungen der Seiten in Normalform seien 

Bezeichnet k l m einen Cyklus von 12 3, so hat man 
^ = 91 »1* + 92 X2^ + 93 «3*, 

Hk = «i^iTl* + «2* «2* + Ö3*a?3*, 

= ai'iCi* + ö2'a?2* + a^'a^s*, 
= ai'^aJi* + a2*"a;2* + ai"»aj3* 

Hieraus folgt: 



24' 
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^ Ol 92 gs 

ai^ a^ ai 
ai'"a2'"a3"* 



= 0. 



Setzt man: 



B — 



tti «2 «3 

n *' n 'f n " 

Oi\ 02 ^3 

a,\ U2 "3 



B,= 



Ol 02 03 
«l' «2^ «3' 

ai^»a2*'*Ö3"' 



so folgt: 



//, = 



74 



11. Berechnung der Fhäche eines Dreiecks aus den 
Gleichungen der Seiten. 

Lfnter Benutzung der soeben gebrauchten Bezeichnungen bilde 
man das Product: 



dl a2 üs 




«j «2 ^3 


• 


a\ G2 tts 





Xi X2 Xz 

xi" x^r ^3" 



= B.B^BoBs. 



2 hl /<2 A3 



Stellt man das Product als Determinante dar und berücksichtigt, 



dass 

«i'^i* + «2*^1:2* + ajx/ 
so erhält man: 



= Ht . . . — k 

, je nachdem ^ -^^ j^^ 



Hl . H2 . ^3 = ■" . JBi J92 -^3 . 



2 /l| /A2 '*3 



Setzt man für die Höhen die oben berechneten Werthe ein , so 
erhält man die gesuchte Dreiecksfläche zu 

Jj\ Jj2 Bs "~~ ————— • — _— — ^— . 

2 h\ Ä2 "'S B\ B2 -B3 

12. Berechnung der Seiten und Winkel eines Drei- 
ecks aus den Gleichungen der Seiten. 

Die Formeln der vorigen beiden Abschnitte liefern : 
' ' ' "~ "2,li,~ 2lHli2liz' B,RjB,„' 



Hieraus folgt: 



(^k = 0\ O2 Ob 



R 



BiBiu 
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Nach der Formel 



sinBm = -xr 



Gl 

stnBm = 

9i 92 9z 

§.4. 

Harmonische BMhen und Büschel am vollständigen Viereck 

und Vier seit. 

1. Harmonische Punkte und Strahlen. 

Definition: Die Punkte P2-P3 sind den Punkten PqP\ 
derselben Geraden harmonisch conjugirt, wenn 

a) Po Ps : Pü P, = - (Po P3 : P, P,). 

Aus a) folgt durch Umstellung ♦ 

P2P0 : P^Pz = - (^21^1 : PiPzl 
Es sind demnach auch Pq Pj den Punkten P-i P3 conjugirt ; es 
mögen daher kürzer die beiden Punktpaare al5 zwei harmo- 
nische Paare bezeichnet werden. 

Man sieht ferner leicht, dass es gleichgültig ist, wie man die 
Punkte jedes Paares ordnet ; denn es ist z. B. auch 

^ P,P,:P,P,==~ (PiP, : P3P0), 
oder 

PoPa : PsPi = — (P^P, : Pi P,), 

d. h. wenn die Punktpaare P^Pi und P2P3 harmonisch sind, so 
sind auch die Paare Pi Pq und P2 P3, oder Po Pi und P^ P:i harmo- 
nisch ; man findet also allgemein , dass man aus zwei harmonischen 
Paaren wieder harmonische Paare erhält, wenn man die Paare unter 
sich und die Punkte jeden Paares beliebig anders anordnet. Es ist 
daher bei der Angabe, dass zwei Paar Punkte harmonisch sind, die 
Ordnung der Paare und die Ordnung innerhalb der Paare gleichgültig. 

2. Werden die Coordinaten zweier Punkte P2P3 aus 
denen zweier gegebener Punkte PoPi nach den Formeln 
abgeleitet: 

•^^^ - —r+j~ ' - 

h) ' 2 

^kS = ^ 1 

A — ^ 

so sind die Paare PqPj und Po P3 harmonisch. 
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Denn es verhält sich 

P0P2 :^2-Pi =/*:^, 

P0P3 :P3-Pi= — /*:-^, 

also ist 

P0P2 : P2P1 = — (P0-P3 : -Pai^i), q- e. d. 
3. Wird die linke Seite der Gleichnng zweier Punkte 
P2 P3 aus den Polynomien ^der Gleichungen zweier ge- 
gebener Punkte PflPi nach den Formeln abgeleitet: 

P2 = wPo + nPi = 
^^ P3 = mPo — nPi = 0, 

so sind die Paare PqPi nnd P2P8 harmonisch. 

Denn siüd A^B^ C, D die Multiplicatoren , durch welche die 
Gleichungen der vier Punkte in Normalform tibergeführt werden, 
so erhält man durch Substitution der Coordinaten der Seiten des 
Axendreiecks in die Gleichungen 

CP,= c(^j-ÄPo + J--B-Pi). 
DP-, = I>g,. ^Po - I • 5-Pi) 



die Formeln: 




















Xk2 




mC 
Ä 


f 


+ 


nC 
B 


iX^kh 






Xt3 


— 


mD 
Ä 


Xjto 


— 


nJD 
B 


^ki' 


Hieraus 


ergiebt 


sich 




















1 
C 




m 
A 


+ 


n 
B' 










1 




m 




n 










D 




A 


^"^"^^ 


B' 





mithin sind die Formeln für Xk2 und x^s in Uebereinstimmung 
mit b). 

4. Definition: Das Strahlenpaar T2 Tg ist dem Strahlen- 
paare TqTi desselben Büschels harmonisch conjugirt, wenn 

d) sin T^Ti : sin tTTi = — (sin T^T^ : sin T^Ti). 

Man weist wie oben für Punkte nach, dass bei der Angabe: 
„ein Strahlenpaar ist einem andern harmonisch conjugirt", die Ord- 
nung der Paare und die Ordnung der Strahlen jedes Paares gleich- 
gültig ist. 
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5. Werden die Coordinaten zweier Strahlen T^ T3 aus 
denen zweier gegebener Strahlen TqT^ nach den Formeln 
a,hgeleitet: 

®} 1 

so sind TqTi und Tg Ta harmonische Paare. 
Denn es ist 

stn T^Tz : sin T^'i = ^ : — , 

also in der That: 

sin T^T2 : sin t3i = — (sin T^a : sin T^Ti), 

« 

6. Werden die Polynomien der Gleichungen zweier Geraden 
T2 Ts aus denen der Gleichungen zweier gegebenen Geraden Tq Ti 
nach den Formeln abgeleite);: 

. T2 = mTo + nTi = 0, 

*^ TB = fnTo — nTi = 0, 

so sind die beiden Paare TqTi^T^T^ harmonisch. 
Seien AB CD die Multiplicatoren der Gleichungen 

To = 0, Ti = 0, T2 = 0, T3 = 0; 

die Abstände der Geraden vom Fixpunkte seien Vq Ti r^ r^. Setzt 
man nun die Coordinaten der Seiten des Axendreiecks in die 
Gleichupgen : 



so erhält man: 



CT2 = c(j^To + J^^i). 
DT,= D(jÄTo-^BTiy 



mG , nC 

»iC nC 



oder: 



28 
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r^m.C rin,C 



B,r2 



B.rs 



Uki. 



Ä '^ B 



ri n 



Ä.r2 
rofnD 

%3 -Z %0 

Hieraus folgen die' Werthe 

^2 rpm 

C ~ 

^s _^ ro_m 

D ~ A B ' 

demnach sind die Formeln für W;t2 und %3 in üebereinstimmnng 
mit e). 

7. Zwei Paare harmonische Punkte werden von jedem 
Punkte aus durch zwei Paare harmonische Strahlen pro- 
jicirt. 

Sind Po-^i nnd P2-?^i die projicirten harmonischen Punkte, Tl 
das Projectionscentrumy T^ Ti und T^ Ts die Projectionsstrahlen für 
die gleichbenannten Punkte, so sind die Gleichungen dieser Strahlen: 



To 



T,= 



Xi X-i «3 

I. Ij l3 

*^10 «^20 «^30 
X, 



= 0, 



Tl = 






Xi X2 x^ 

61 62 63 

^11 ^ai ^31 

I3 



= 0, 



^i»10 + f*i»ll, ^^20 + ff ^21, ^i«30 + f*^3l 



= 0, 



I^ = 



Xi 



I2 



a?3 
I3 



Ad^io — |t*^ii, ^i»?2o —■ I^i3?2!, Aa;3ü — f*^3i 



0. 



Hieraus ergiebt sich : 

2-2 = A T« + ft r,, 2'3 = A 2'„ - (t Tl, 

übereinstimmend mit f). 

8. Zwei Paar harmonische Strahlen werden durch 
jede Gerade in zwei Paaren harmonische Punkte ge- 
schnitten. 

Sind 2\ Tl und T'2 1\ die harmonischen Strahlen und ist % die 
schneidende Gerade, so sind die Gleichungen der Punkte Po Pi P^ ^o 
in denen die Gerade % die gleichnamigen Strahlen schneidet: 



Pn = 



Wi U2 Us 
Ui U2 U3 

«*l() W20 Uso 



0, Pi 



Wi t«2 «*3 
Ul U2 U3 
«11 i*12 «*13 



= 0, 
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P2 = 



0, 



P. = 



0. 



lil U^y Us 

«1 «2 «3 

«1 W-j ^3 

Ui Ui U3 

kuio — fiwii, Aw2o — WW21, Awao — ft«3i 

Hieraus folgt 

F2 = kPo + (iPi, P^^ = IPÖ — ^Pu q. e. d. 

8. Das vollständige Viereck (Fig. 7). Das vollständige 
Viereck PiP^P^P^ hat sechs Seiten, nämlich die Geraden, welche 
je zwei der vier Eckpunkte verbinden. 

Fig. 7. 




Sechs Gerade haben im Allgemeinen 15 Schnittpunkte; jeder 
Punkt, in welchem drei Gerade sich schneiden, enthält drei zusam- 
menfallende Schnitte. Denn schneiden sich die Geraden T\ T^ T-.] in 
einem Punkte, so liegen auf demselben die Schnitte von Ti mit J2, 
von 2 1 mit T3 sowie von T2 uiit T3. 

Da nun in jeder der vier Ecken des vollständigen Vierecks sich 
drei von den sechs Seiten treffen, so zählen demnach diese Ecken 
als 12 Schnittpunkte. Mithin treffen sich die sechs Seiten ausser in 
den vier Ecken noch in drei anderen Punkten. 

Das Dreieck dieser drei Punkte mag das dem Viereck con- 
jugirte Dreieck heissen. 

Auf jeder von sechs Geraden liegen fünf Schnittpunkte mit 
den übrigen Geraden ; ein Punkt der Geraden , in dem sich zwei 
andere schneiden , enthält zwei Schnittpunkte. Da nun jede Vier- 



J 
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ecksseite durch zwei Ecken geht, und in jeder derselben sich nocli 
zwei andere Seiten schneiden, so folgt, dass jede Vierecksseite eine 
und nur eine Ecke des conjugirten Dreiecks enthält. 

Man- wähle dieses Dreieck zum Axendreieck und bezeichne die 
Ecken mit AiÄiÄ^, welche auf den Seiten PiPi^P^P^yP^Pg liegen. 

Die Gleichung von P4 in Bezug auf dieses Dreieck sei 

P4 ^ ai Wi + «2 W2 + 03 W3 = 0. 
Die Gleichung jedes Punktes 77^ der mit P^Ät auf derselben 
Geraden liegt, wird aus der Gleichung des Punktes P4 und aus der 

des Punktes Äii 

Ai ^ w, = 

mit Hülfe der Formel gewonnen: 

il = P4 + nui = 0, 

worin n irgend eine positive oder negative Zahl bezeichnet. 

In den Gleichungen 77 = und P4 = sind demnach nur die 
Coefficienten von «,• verschieden; die Coefficienten der anderen bei- 
den Coordinaten sind in beiden Gleichungen dieselben. 

Die Gleichungen der vier Punkte haben demnach, wenn hcd 
drei noch zu bestimmende Zahlen bedeuten, die Form: 

P4 ^ Oi^i + a^Ui + (h^4 = 
Pi ^ a Ui +02^2 + a^Us = 

P2 ^ «l Wi + & % + Ö3 ^3 = 

Ps ^ aiUi + a2«*2 -{- c Uz =0. 

Von den letzten drei Punkten liegen je zwei P|P* mit dem 
ungleichnamigen Eckpunkte Äi auf einer Geraden; denn durch jeden 
Eckpunkt Ä gehen zwei Seiten des Vierecks; da nun Ai auf P4P1 
enthalten ist, so muss Ä; auch der Geraden durch die anderen bei- 
den Punkte PiPjt angehören. 

Demnach kann man Pi und P^ durch zwei geeignete Multipli- 
catoren so erweitem, dass die CoefEcienten von Ui und Ut in beiden 
Gleichungen übereinstimmen. Dazu ist aber erforderlich, dass vor 
der Erweiterung diese beiden Coef&cienten in der einen Gleichung 
dasselbe Verhältniss taben, wie die beiden^ Coefficienten in der 
andern Gleichung. 

Wendet man diese Bemerkung auf die drei Paare Pi Pj, P2 ^si 
Ps Pi an , welche mit den bez. Punkten Äs A\ A2 auf einer Geraden 
liegen, so ergiebt sich: 

a : 02= «1 : b, oder ah = «102, 
b : flg = «2 : c, „ 5c = 0203, 
C : Oi= «8 : öt, „ CO = 03 Ol. 
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Multiplicirt man je zwei dieser Formeln und kürzt das Resultat 
durch Benutzung der dritten, so erhält man: 

a« == a^^ b« = a|, c^ = al 

Da nun die vier Punkte sämmtlich von einander verschieden sind, 
so bleibt nur die Wahl: 

a = — üij h = — «2» ^ = — ^3« 
Es ergeben sich demnach die Gleichungen der vier Eckpunkte in 
den Formen: 

Fi ^ aiUi + a2% + 053W3 = 0, 
Pi ^ — ai^i + «2^2 + a3«*3 = 0, 

^^ P2 ^ »1«*1 «2«^ + «3% = 0, 

P3 ^ «1^1 + 02^2 — Ö^S^S = 0. 

Man kann dieses Resultat auch folgendermaassen zusammenfassen: 
Die Gleichungen der Ecken eines Vierecks, welches dem Axen- 
dreieck conjugirt ist, sind die vier geometrisch verschiedenen Glei- 
chungen, welche in der (arithmetisch achtdeutigen) Form enthal- 
ten sind: 

h) Yafui 4- V«|«<2 + yöjus = 0. 

9. Ist «, fc, ? = 1, 2, 3, so ist die Gleichung des Punktes 77, 
welcher den Geraden Pi-P* und ÄiÄt gemeinsam ist, 

i) n = p, _ i>, = 0. 

Denn 12 liegt hiernach auf P,- P* ; femer ist nach g), wenn man, was 
ohne Beschränkung erlaubt ist, ikl cyklisch ordnet, 

P, — P* = — 2 ttiUi 4- 2 atUt, 
Daher wird 77 = von w,- = W;^ = , d. i. von den Coordinaten 
der Geraden AiÄi befriedigt, liegt also auch auf ÄiAk» 

Die Gleichung des Punktes Äi hingegen hat die Form 
k) ^, =P. + P*;=0; 

denn es ist ^ $iftu> . 

Pi -\- Pi = 2 aiUi, 

Aus den Formeln . -• * 

7T = P,-P,= 

il^ = P. + P* = 

folgt, dasS Pi Pi und 77 Ai harmonische Paare sind. 

Aehnlich überzeugt man sich, dass die Gleichung des Punktes 77, 
in welchem P4 P,- die Gerade At Ai schneidet und die Gleichung von 
Ai (welcher auf P4 P« liegt) erhalten werden durch : 

ii = P4 + i*. = 

' Ai =Pi — Pi = 0. 
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Es sind demnach auch P^Pi und 11 Ai harmonische Paare. Beide 
Ergebnisse setzen den Satz zusammen: 

Zwei Ecken PrPs eines Vierecks bilden mit der auf 
Pr Ps liegenden Ecke des conjugirten Dreiecks und mit 
dem Punkte, in welchem PrPs von der Geraden durch die 
beiden anderen Dreieckspunkte geschnitten wird, zwei 
harmonische Paare. 

10. Die Coordinaten der Ecken de» Vierecks ergeben sich aus 
denen von P^ wie folgt: 

Bringt man die vier Gleichungen g) auf die Normalform und 
substituirt die Coordinaten der drei Dreiecksecken, so erhält man 
zunächst 

«i- hk 



, X2\ — ; : — »^, Xsi = 



•^14 


tti 


+ «2 + «3 


Xu — 




— «1 hl 


— 


«1 + «2 + Ö3 


iKl2 — 




aihi 


«1 


— 02 + ^3' 






üi hl 



— «1 +a2 + (H —«1+02 + «:/ 

— fla Ä2 a-i ha 

^22= ; , Xs2 



ÖS «1 «2 + 0» 

Ä?23 = \ , ^33 



«1+02 — Ö3 «1 + 0^2 — ^3 ai + «2 «3 

Aus diesen Formeln folgt, wenn x, A, fi drei noch zu bestimmende 
Factoren bezeichnen: 

a;ii = — xa;i4, 0^21= ^x^^^ x^i = tcxs^, 
m) X12 = Aa7i4, a;22 = — ^ ^^24, ^32 = — ^ ^^34, 

i»13 = V^14, ^23=== /*^24, ÄJ33= — ^a;34. 

Die Werthe von x, A, /i erhält man , indem man die Coordinaten in 
die Identität 

9i^\ 4- 0^2 ^2 "h 93X3 = ^ substituirt. 

Dann orklll üan nach einer einfachen Reduction : 



Die Formeln m) und n) liefern die Coordinaten der Punkte 

Pi Pi Ps. 

Man kann dieselben auch folgendermaassen zusammenfassen. 

Die P^ckpunkte eines dem Axendreiöcke zugehörigen Vierecks 
/ = 1 , 2, 3, 4 sind die vier verschiedenen Punkte , deren Coordi- 
naten für gegebene «1 cc.j a-^ die Proportion erfüllen : 
q) x^,. : xl. : jc'i. =. «,^ : «.; : «?. 

/ ii 2t 3i i ^ «> 
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11. Man kann die in 8) und 10) gegebenen Sätze in folgen- 
der Weise umkehren: 

Sind »1 02 <9[s drei gegebene Zahlen, so sind die vier 
verschiedenen Punkte, deren Gleichungen unter der Form 
enthalten sind: 

die Ecken eines dem Axendreieck conjugirten Vierecks. 
Die vier Punkte J°,-, deren Coordinaten für gegebene 
Werthe von «i «2^8 der Proportion genügen: 

bilden ein dem Axendreieck conjugirtes Viereck. 

Denn bildet man, um den ersten Theil der Umkehrung zu be- 
weisen, die Gleichungen der vier Punkte, so sieht man leicht, dass 
auf der Verbindungsgeraden je zweier derselben eine und nur eine 
Ecke des Axendreiecks enthalten ist ; dass ferner durch jede Ecke 
des Axendreiecks nur zwei Seiten des Vierecks gehen. Demnach 
sind die Ecken des Axendreiecks in der That die drei Schnittpunkte, 
welche durch die sechs Seiten des Vierecks noch ausser den vier 
gegebenen Ecken bestimmt werden. 

Den Beweis des zweiten Theils kann man führen, iifdem man 
aus den Coordinaten der vier Punkte die Gleichungen derselben ab- 
leitet. Man findet dann nach einfachen Reductionen, dass dieselben 
unter der Form enthalten sind 

V^ui + V^ti2 + Va|i*8 = 0. 

Diese Entwicklungen lehren ferner, dass ein Viereck durch 
das conjugirte Dreieck und einen Eckpunkt bestimmt ist. 

12. Das vollständige Vierseit (Fig. 8 a. f. S.). Ein voll- 
ständiges Vierseit wird von vier Geraden gebildet. Zu demselben 
gehören die sechir Ecken, in welchen sich die vier Seiten des Vier- 
seits schneiden. 

Sechs Punkte werden zu je zweien im Allgemeinen durch 
15 Gerade verbunden. Wenn drei der Punkte auf einer Geraden 
liegen, so fallen in derselben drei von den Verbindungsgeraden je 
zweier Punkte zusammen. Da nun auf jeder der vier Seiten drei 
der sechs Ecken liegen, so vertreten demnach diese vier Seiten zwölf 
Verbindungsgerade. 

Die sechs Ecken des Vierseits bestimmen demnach ausser den 
vier Seiten noch drei andere Gerade. Das von denselben gebildete 
Dreieck mag das dem Vierseit conjugirte Dreieck heissen. 

Heger, Analytische Geometrie. 3 
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Durch jeden von sechs Paukten gehen fünf Verhindungsgerade 
mit den fibrigen Punkten; liegen zwei derselben mit- dem betrelffen- 

Fig. 8. 







den Punkte auf einer Geraden, so fallen in derselben zwei der fünf 
Verbindungsgeraden zusammen. 

Da nun in jeder Ecke des Vierseit& sich zwei Seiten schneiden, 
in welchen noch je zwei Ecken liegen, so folgt, dass durch jede 
Ecke eine Seite des conjugirten Dreiecks geht. 

Man wähle dieses Dreieck zum Axendreieck ; man bezeichne die 
vier Seiten mit T^ Ti T> Ts und bezeichne die Seiten des Axendrei- 
ecks mit Gi Gi G-^, welche durch die Punkte T4 T,, T4 T«, ^4 Ts gehen. 

Die Gleichung von 24 sei 

T^ ^ diOCi -\- a^x^ 4* 0^3 ^3 = 0. 
Da Ti durch T4 geht, so setzt sich die Gleichung von T, aus der 
von T| und der von (r, 

Gi = ar, = 

nach der Formel zusammen: 

T, = T4 +- nXi = 0. 
Demnach weichen die Gleichungen T, und T4 nur in den Coefficienten 
der Coordinate rc, von einander ab. Sind ahc drei noch zu bestim- 
mende Zahlen, so haben demnach die Gleichungen der vier Seiten 
des Vierseits die Form 

T4 ^ UiXi + «2^2 + «aiCa = 0, 

Ti ^ a Xi 4- a^Xci + a^x,, = 0, 

Tq ^ aiXi ~\- h X2 -{- a^Xa = 0, 

Ti ^ UiXi + a.jX2 -{- c Xs = 0. 
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Da nun, wenn t, ä, i = 1, 2, 3, die Geraden T,- T* und Gi ein Büschel 
bilden, bo lassen sich T,- und Tk so erweitern, dass in diesen Gleichun- 
gen die Goefficienten von Xi und Xjt übereinstimmen; dies ist nur 
möglich, wenn die Proportionen gelten: 

a : 02 = «1 : 2>, oder ah = «lOj, 

c : «1 = as : a, „ ca = asÄi. 

Hieraus folgt wie oben: 

a = — «], h = — »2» c = — OB' 

Die Gleichungen der vier Seiten in Bezug auf das conjugirte Dreieck 
haben demnach die Form: 

Ti == aiXi + (hX2 + ^'8^3 = 0, 
. Ti ^ — OiiTi 4- a^Xi -f a^x^ = 0, 

Es sind dies die vier verschiedenen Geraden, welche unter der For- 
mel enthalten sind: 

q) y^Xi + y^Xi + Y^xz = 0. 

13. Die Gerade, welche den Punkt T,- Tt mit dem Punkte 
Gi Gl verbindet, hat, wenn ikl cyklisch ist, die Gleichung 

r) 3: = T, — T* = — 2 GiXi + 2 atXt = 0. 

Denn % bildet mit Ti T* ein Büschel und wird von rr,- = , Xt ^= 

befriedigt. 

Die Seite Gi des conjugirten Dreiecks, welche durch TiTt geht, 
hat die Gleichung 

s) Gi= Ti + Tt = 2 aixi = 0. 

Die Gerade I, welche T4 T,- mit Gjt Gi verbindet, hat die Gleichung 
t) X = T4 + T,- = 2akXk + 2a|ir, = 0. 

Die Gleichung der Geraden Gi kann gescljrieben werden: 
u) Gi = T4 — T. (= 2 a,fl:,) = 0. 

Aus den Formeln p) q) r) s) ergiebt sich der Satz: 

Zwei Seiten Tr T, eines Vierseits, die durch den Punkt 
TrTg gehende Seite des conjugirten Dreiecks und die Ver- 
bindungsgerade von Tf Tt mit dem Schnittpunkte der bei- 
den anderen Seiten des Dreiecks bilden zwei Paar harmo- 
nische Strahlen. 

14. Die Coordinaten der Seiten eines Vierseits in Bezug auf 

das conjugirte Dreieck lassen sich folgendermaassen ableiten. 

« * 



[ 



36 Analytische Geometrie der Ebene. 

Ci Cq Cs Ci seien die Factoren , welche die Gleichungen p) in 
Normalform überfahren ; Vi r2 r^ r4 die Abstände des Fixpunktes von 
den vier Seiten. Alsdann sind die Coordinaten derselben: 

Uu = — C4 . «1 hl, «24= ~ C4 . «2 hl W34 = — Gl . «3^3, 

f 4 r^ r^ 

Wii = C^.aiÄi, Uii = ~Ci.ajÄ2, Wai = — Ci-asÄa, 

ri ri ri 

M12 = • — C2 . Äi Äi, W22 = C2 . A3 Ä2, W-32 = — V2 . 03^3» 

^2 ^2 ^i 

1 1 * 1 
Wl3 = — Cs.ttihi, W23 = — 03.02^2, ««33= 08.^3^3. 

**s r^ H 

Bedeuten A,ft,i/ drei noch zu bestimmende Zahlen, so haben dem- 
nach die Coordinaten von T\ T% Ts die Form : 

Wii = k Wi4, W21 = ^ ««24» ««81 = k «*34, 

V) U12 = /i Wi4, «I22 = — f« «<24, ««32 = /« W34, 

t^l3 = VUiA, ««23=^ VW24, ««33= — V«*34. 

Durch Substitution dieser Werthe in die Identität 

ÄTin»! + 0^2 »"2 ««2 + 5^8*"8««3 = ^ 

erhält man die Werthe: 
^ 1 ^ ^ ^ 



^ — 2 ^1 ri ««14 ^ — 2 ^2r2««24 ' ^ — 2 9^rs^s4. 

Aus den Formeln v) und w) bestimmen sich die Coordinaten einer 
Seite des Vierseits aus denen der drei anderen. 

Die Coordinaten der Seiten T,- eines Vierseits erfüllen demnach 
eine Proportion von der Form: 
x) 4 ul. : ul = «2 . «I , «2. 

16. Man beweist leicht folgende ümkehrungen: 
Die vier Geraden, deren Gleichungen unter der Form 
enthalten sind: 

V^Xi + V^X^ + V^iBs = 0, 

bilden ein dem Axendreiecke conjugirtes Vierseit, Die 
vier Geraden, deren Coordinaten für drei gegebene Zahlen 
CC1CC2OC3 die Proportion erfüllen: 



u^ : ««I : ««I = < : a| : a^ 



sind die Seiten eines dem Axendreiecke conjugirten Vier- 
seits. 



Sätze über Curven zweiten Grades. 37 



§.5. 
Sätze über Curven zweiten Grades. 



1. Sind 



f(x, y) = und tp {u,v) = 

Gleichungen n*®° Grades zwischen den orthogonalen Punkt- und 
Plancoordinaten eines variaheln Punktes, beziehentlich einer enve- 
loppirenden Geraden, so werden dieselben beim üebergang zu homo- 
genen Coordinaten zunächst im Allgemeinen in nicht homogenen Func- 
tionen derselben verwandelt. Multiplicirt man diejenigen Glieder 
dieser Functionen , deren Grad hiuter dem Grade der Function um 
d Einheiten zurückbleibt, mit 

(il^^tl^^jLJl^y, beziehentlich (g"-»^< +^^^^«''+g»>-»««y 

so erhalten alle Glieder ein und denselben Grad. 

Die Gleichung einer jeden Curve «*®' Ordnung oder n**' Cl^sse 
in homogenen Coordinaten kann demnach als homogene Function 
^ten Grades derselben dargestellt werden. Wir setzen künftig bei 
Anwendung homogener Coordinaten immer diese Darstellungsweise 
Toraus. Bei Anwendung PI ücker' scher Coordinaten ist Gleiches 
nicht möglich, sobald ungerade Werthe von d vorkommen; es lässt 
sich dann die Function n*®" Grades nur in die Summe einer homo- 
genen Function «**" und einer (w -— 1)*^" Grades verwandeln. 

Die Transformationsformeln lehren, dass die Gleichungen in 
homogenen Punkt- und Plancoordinaten nicht homogene Gleichungen 
in orthogonalen Coordinaten von demselben Grade liefern. 

Wird ein Dreieck zu Grunde gelegt, das eine unend- 
lich ferne Seite (Äi -4 2) hat, so haben alle im Endlichen gele- 
genen Punkte einen constanten (unendlich grossen) Abstand {X2) von 
derselben. Die Potenzen dieser Coordinate verschmelzen im Allge- 
meinen mit Coefficienten der Gleichung zu endlichen Constanten; 
aus der homogenen Gleichung zwischen Xi X2 Xz wird eine nicht- 
homogene Gleichung zwischen den Abständen des variabeln Punktes 
von zwei Geraden, d. i. eine Gleichung in D esc artesischen Coor- 
dinaten. 

Um zu bestiSimen, wie sich die Plancoordinaten für ein 
solches System umgestalten lassen, lege man durch.Aa eine Pa- 
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rallele T' zur variabeln Geraden T\ sie hat von T den Abstand U3, 
von A1A2 die Abstände \X\ und U2; T schneide auf Ä^Ai und AzA2 

die Strecken — und — ab, welche von A3 nach At und A2 positiv 

UV 

gerechnet werden mögen. Haben nun A1A3 und -ia^a die (unend- 
lichen) Längen ^i und S2, so ist: 

Ui = U3S1.M, also Wi = %.Si.w, 
n2 = U3S2 .V, also W2 = **3 • ^2 • V. 

Setzt man dies in eine homogene Gleichung der Ut ein, so hebt sich 
M3 hinweg; die unendlichen Werthe Sj S2 verschmelzen im Allge- 
meinen mit den Coefficienten zu endlichen Constanten und es er- 
übrigt eine nicht homogene Gleichung zwischen den reci- 
proken Abschnitten der variabeln Geraden auf zwei sich 
schneidenden Axen, d. i. zwischen den orthogonalen Plan- 
coordinaten. 

Hat das Axendreieck eine unendlich ferne Ecke ^3, so 
laufen also Ai A3 und A2A3 parallel. Die variable Gerade schneidet 
dann von den unendlichen Seiten Ai A3 und A2A3 von A3 aus ge- 
rechnet dasselbe Stück V3 ab, von A\ und A2 aus gerechnet spien 
die Abschnitte V] und t*2, und zwar positiv nach A3 zu. 

Alsdann verhält sich 

t*i : M2 : W3 == Vi : V2 :V3 

und man kann daher in die Gleichungen für Plancoordinaten die Ut 
durch die v^ ersetzen. Nun ist V3 für alle Geraden constant und 
verschmilzt im Allgemeinen mit den Coefficienten zu endlichen 
Constanten. 

Die Gleichungen in Plancoordinaten gehen demnach 
in Bezug auf ein System mit einer unendlich fernen Ecke 
in nicht homogene Gleichungen zwischen den Abschnitten 
der variabeln Geraden auf den beiden parallelen Axen 
über. 

Bezieht man Gleichungen in Punktcoordinaten auf ein 
solches System , so verändert sich die Bedingungsgleichung zwischen 
den drei Coordinaten eines Punktes zu 

Xi ■}- X2 = d, 
wenn d den senkrechten Abstand der parallelen Axen angiebt, 

2. Gleichung der Tangente an einen Punkt Xjt einer 
Curve f {30^X2X3) =0. Gleichung des Tangentialpunktes 
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in einer ejiveloppirenden Geraden «i einer t/urve 

q) (uj «2 W3) = 0. 

Die Gleichung der Tangente ist die Grenze, welcher sich die 
Gleichung der Sehne durch die Punkte x^ und a?i -f" ^t nähert» 
wenn die z/J verschwinden,, d. i. die Grenze von 



Xi Oß^ Xs 
Xi x% X'i 



Für verschwindende z/^ geht diese Gleichung über in 



= 0. 



Xx X2 Xs 

Xi X2 x^ 

dx2 dxs 

dxi dxi 



= 0. 



Bezeichnet /^*^ den partiellen Differentialquotienten 



df{XiX2X^) 



für Xj, = xf. 



dxk *^' '-•''-* 

so gelten für die Zeilen dieser Determinante folgende Gleichungen : 



^, , äx^ , dx/,_ 
Ji "T T— 7/2 -r T-7/3 — vi, 



dxi' 



dxi 



g\Xx +92X2 + g-dXs = ^, 
5^1 ^1' + ö'2a?2' + gsxs = J, 

, dx2 , dxs 

Man bilde unter Benutzung von drei willkürlichen Hilfsgrössen 
die von Null verschiedene Determinante 

l m n 

9\ 92 9s 
f\ J2 fz 

und multiplicire damit die obige Tangentengleichung. Stellt man 
das Product linker Hand als eine Determinante dar, so erhält man 
unter Rücksicht auf die obigen Gleichungen: 

Qxi + mx2 + nx^ , ^ , {x^fi -f 0:2/2' + Xzfz) 
(Ixi + »»0:2' + nxs) ^ ^ , 



( 



. , dXi' , dx9\ 



0, 







= 0. 
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Diese Determinante reducirt sich auf das Product dreier Dia- 
gonalglieder ; beseitigt man die beiden constanten Factoren 

SO bleibt als Gleichung der Tangente an f((X>iX*2Xz)== im 

Punkte x^k' 

^\f\ + ^2 ff! + ÄJa/a' = 0. 

In analoger Weise verfahrt man für die Bestimmung der 
Gleichung des Tangentialpunktes der Curve (piuiU^u-i^ = in 
der Geraden u^-y sie lautet: 

!i, q>i + U2 (pi + Us (ps = 0. 

3. Die Curven zweiter Ordnung sind zugleich Curven 
zweiter Classe, und umgekehrt. 

Sei die Gleichung einer Curve zweiten Grades 

f^auX^ + 2ai2Xi o^ + 2 ai^Xi X3 -f a22iC2^ + 2rt23^2i»3 +• «ss^ = 0, 

so erhält man die Gleichung derselben Curve in Plancoordinaten, 
wie folgt: 

Bezeichnet Ä einen noch unbestimmten Coefficienten , r den 
Abstand der Tangente vom Fixpunkte, so ist bekanntlich 

Ärui — //Äi = 0, Ärui — /2'Ä2 = 0, Arus — fsha = 
oder 

Hl /»a /»s 

Diese drei Gleichungen sind linear nach x^. Fügt man die Glei- 
chung des Tangentialpunktes in Normalform, geordnet nacji a?*, hinzu: 



Hl n^ n2 

so erfordert der Verein dieser vier Gleichungen das Verschwinden 
der Determinante 



Oll ai2 »13 — 



Ui2 0^22 »23 T"" 



»13 »28 0^33 7- 



hl 

U2 

^2 
Äs 



M|i tfa 1*3 
hl Ä2 hz 

Dies ist die gesuchte homogene Gleichung zweiten Grades 
zwischen den Coordinaten der Tangenten an / = 0. 



:== 0. 



Sätze über Curven zweiten Grades. 



41 



Sei die Gleichung einer Curve zweiter Classe in Plancoordinaten 

+ 2 «28^2^8 + «33 «*3^ = 0, 

SO erhält man ähnlich wie oben die Gleichung derselben Curve in 
homogenen Punktcoordinaten. 

Aus der Gleichung des Tangentialpunktes in der Tangente u^ 

(piUi + (P2U2 + (fs'us = 

folgt, wenn X/t die Coordinaten des Tangentialpunktes bedeuten: 

Nimmt man zu den nach letzter Form gebildeten und nach den 
u' geordneten drei Gleichungen noch die Gleichung der Tangente 
in Normalform, geordnet nach ujt, nämlich 

rxi , rx2 , . rxs , 

/*! «2 /^3 

so erhält man die gewünschte Gleichung in Determinantenform: 

CCii «12 «13 



^ 
h 



«12 «22 «23 V- 



0Cl3 «23 «83 T' 



X% 
Ä2 
X^ 



Xi 
h 



X2 
Ä2 



Xs 

A3 



- 



= 0. 



4. Lehrsatz: Liegt der Punkt P' nicht auf der Curve 
zweiter Ordnung/ = 0, so ist 

r =//a?i+ Uxi -{- fs'xs = 

die Gleichung der Polaren von P' in Bezug auf den Kegel- 
schnitt /=0; d. h. legt man ein geradliniges Büschel durch P 
als Centrum, so werden P' und derjenige Punkt, in welchem ein 
Strahl die Gerade T schneidet, von den Schnittpunkten dieses Strahls 
mit dem Kegelschnitt harmonisch getrennt. 

Beweis. Sei P" ein beliebiger Punkt von 2\ und seien Xjt die 
Coordinaten eines Punktes, in welchem I^ F'' die Curve schneidet, 
so sind Ax und Ag so zu bestimmen, dass 

1) Ax + Aa = 1, 

2) Xjt = Ai4 + Aaa;/', 

3) f(XiX2Xi) = 0. 
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Setzt man in 3) die Werthe für Xk aus 2) ein nnd ordnet die 
Glieder nach Potenzen von A', so erhält. man: 

i■'*if^'x,' +A'x^' +A'x,') + 2l'l"(f('xr +f2'x»" +/,'x,") 
+ ^"*(f^"!»i" + /."«a" + fB"x,") = 0- 
Da JP" auf T=0 liegt, so ist der Coefficient von 2 k' V gleich 
Nnll, und es bleibt demnach zur Bestimmung der A: 

Hiernach erhält man für die beiden Schnittpunkte zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Werthe von A' : A", q. e. d. 

5. Die Formeln 

*//* + *j/2* + ^^3* ««»d Xff' + X*fi + Xlfl 

sind identisch. Genügt also ein Punkt Pi der Gleichung der Po- 
laren für Pjt, d. i. der Gleichung 

so genügt auch Pt der Gleichung der Polaren für P,-: 

*/// + ^in + ^^f^ = 0- 

Die Polaren der Punkte einer Geraden bilden demnach ein 
Strahlenbüschel, dessen Träger der Pol der Geraden ist; die Pole 
der Strahlen eines Büschels liegen auf einer Geraden, der Polaren 
des Büschelcentrums. 

6. Die Polare jedes Punktes ist eindeutig be'stimmt, 
sobald es keinen Punkt giebt, für welchen zugleich 

d. h. sobald die Discriminante der Gleichung / = von 
Null verschieden ist, 

«11 Ö12 öl 3 

ai2 022 Ö28 ^ 0. 

Ö13 Ö23 Ö33 

Ist dieselbe gleich Null|und sind ihre Minoren von Null ver- 
schieden , so zerfällt / = in das Product zweier nicht identischer 
linearer Factoren , der Kegelschnitt degenerirt zu zwei Geraden. 
Der Schnittpunkt derselben, für welchen // = f2 = fz = 0, bat 
jede beliebige Gerade zur Polaren. 

Sind die Minoren gleich^NuU, so dass also 

öii : «12 : »13 = ^12 : «22 - Ö23 == Ö13 > fl2s : «ss» 
so werden die linearen Factoren identisch; jeder Kegelschnitt dege- 
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jierirt zu einer (doppelt zu denkenden) Geraden. Jeder Punkt der- 
selben hat jede Gerade zur Polaren. 

In jedem Falle giebt es wenigstens eine Gerade, die einem 
gegebenen Punkte als Polare zugeordnet ist. 

Die Polare wird unendlich fern für den Punkt, dessen 
Coordinaten das System lösen: 

/i' - hgi = 0, 

/a' — Icgs = 0, 

Diesem Systeme entsprechen alle Punkte der Ebene nur dann, 
wenn 

/= (ö'i^i + 92^2 + 9d.3t^sy\ 

dann degenerirt der Kegelschnitt zu der unendlich entfernten Ge- 
raden. 

Dieser Fall bleibt von der folgenden Betrachtung ausgeschlossen. 
In jedem andern Falle müssen unzählige Punkte existiren, deren 
Polaren endliche Gerade sind. Diese Punkte können nicht auf einer 
Linie vertheilt liegen, sondern erfüllen Theile der Ebene conti- 
nuirlich. 

Die Polaren aller Punkte laufen parallel, sobald sich A 
und fi so bestimmen lassen, dass für willkürliche Werthe von x^ und 
x" das System erfüllt wird: 

A/i' + ^/i" -9i=0, 
A/i' + (lA" -92 = 0, 
A/s' + ft/s" - i?3 = 0. 

Hierzu ist noth wendig und ausreichend, dass 

// /i" gi 

N f2 g2 = 0. 

/s /s gs 

Diese Determinante lässt sich in sechs Glieder auflösen, deren 
jedes ein Product 

xWjI (i= 1, 2, 3; Ä= 1, 2, 3) 

mit einer gewissen Determinante multiplicirt enthält. 

Die Coefficienten von Xi x-l verschwinden identisch. Von den 
übrigen sind die Coefficienten von x\oil und x\x*i entgegengesetzt 
gleich. Hiernach bleiben als Bedingung dafür, dass die fragliche 
Determinante unabhängig von a;^ und x*l verschwindet, die Gleichungen; 
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«28 «33 9^ 



= 0. 



«11 «12 g\ «11 «13 9\ 

«12 «22 92 = 0, «12 «23 9^ = ö, 

«13 «28 5'8 «13 «83 ^3 

Der Verein dieser Gleichungen erfordert das Veipschwinden der 
Determinante aus den Minoren der Discriminante, mithin das Ver- 
schwinden der Discriminante selbst. 

Die Function / zerfällt demnach in zwei reelle lineare Factoren. 

Dieselben seien M und N und mögen die Coefficienten Ot und 
hjg enthalten; alsdann geht das obige System über in: 

• (AM' + ftJl£")&, + i^N' + ^-Z^")«i -^91 = 0, 
{IM' 4- yiM'')h2 + {XN* + f*iV")«2 — 5^2 = 0, 
iXM' + iiM!')h^ + {kN' + ^JV")«8 - </3 = 0. 

Die Werthe Ajtf' -f ^3f", AJV' + fiiV*" sind constante Fac- 
toren; kürzt man sie durch m und n ab, multiplicirt die drei 
Gleichungen der Reihe nach mit XiX^x-s und addirt, so erhält man: 

mN = — nM -\- (91X1 + 9^X2 + g^x^). 

Hieraus folgt (§ 2 , 8) , dass M. und N parallel laufen. Auch 
dieser Fall, in welchem die Curve zu zwei parallelen Geraden dege- 
nerirt, werde vor der Hand von der weiteren , Betrachtung ausge- 
schlossen. 

7. Jede Gerade kann als Polare mindestens eines 
Punktes betrachtet werden. 

Sei die Gleichung der Geraden 

«1^1 4- «2^2 + «8^3 = 0, 
und sei k ein zu bestimmender Factor, so lösen die Coordinaten 
des gesuchten Pols das System: 

f\, — hai = 0,' 
/j' — Äoa = 0, 

/s' — ka^ = 0, 
9\^i + 9^X2 -f 9^Xi = ^• 
Dieses System liefert lauter unendliche Werthe von ici, sobald 
die Determinante desselben unabhängig von a* verschwindet. Die» 
tritt ein, wenn die drei den a^ zugehörigen Minoren von 

«1 «2 «3 
«11 «12 «13 9\ 
aia «22 «23 ^2 

«18 «23 «33 9z 

verschwinden. 
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Dieser Fall ist, wie sich mit Hilfe der Sätze über partiale Deter- 
minanten adjungirter Systeme leicht nachweisen lässt, mit dem 
einen in 6) ausgeschlossenen identisch. 

I 8. Für die nach den Ausschlüssen in 6) übrig bleibenden Ge- 
bilde lässt sich immer ein Dreieck finden, das ganz im Endlichen 
liegt und dessen Seiten die Polaren der gegenüberliegenden Ecken 
sind; ein solches Dreieck heisst.ein sich selbst conjugirtes 
Dreieck. 

Man wähle' zu diesem Zwecke einen Punkt Pi , dessen Polare 
i7i im Endlichen liegt; auf dieser einen Punkt Pj, so dass dessen 
Polare U^ mit /Zj einen Punkt Pg im Endlichen gemein hat; PiP2 
ist alsdann Polare für Pg , und Pi P2 P3 ein sich selbst conjugiites 
Dreiecki 

Man transformire die Gleichung des Kegelschnitts auf 
ein sich selbst conjugirtes Dreieck. 

Da die Polaren der Ecken des Axendreiecks im Allgemeinen ^ 
die Gleichungen haben: 

Polare für An ft = 0, 
so ist für ein sich selbst conjugirtes Axendreieck: 

// =: aiXi, /z' -^ (h^, fz ^ «3^:3, 
d. i. f erscheint in der Form : 



9. Lehrsatz: Tangirt eine Gerade T* die Curve zwei- 
ter Ordnung g> = nicht, so ist der Punkt: 

9l'«l +9)2' W2 + 9^3' t*3 = 

der Pol der Geraden T', d. h.: die beiden, durch einen Punkt P 
von 2^ an <p = gelegten Tangenten werden durch T und die 
Verbindungsgerade des Poles mit P harmonisch getrennt. (Die Iden- 
tität zwischen den oben und den soeben definirten Begriffen von 
Pol und Polare wird später nachgewiesen.) 

Beweis. Gehe T" durch den Pol, so dass 

^i< + 9^2' W2" + g>3'«3" = 0, 
so haben die beiden fraglichen Tangenten die Coordinaten 

uu = A'«*i + r<, k' + r = 1, 

welche nun der Gleichung 9=0 genügen müssen. Substituirt 
man , so lässt sich das Ketultat ordnen zu 



n 
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Hieraus folgt 

q. e. d. 

10. Die Formeln 

gji'tti* + g)2'tt2* 4- 9^3'%* und g)i*tti' + 9)2*^2' + 93*«3* 
sind identisch. Hieraus folgt: 

Die Pole der Geraden eines Büschels erfüllen eine Gerade, die 
Polare des Büschelcentrums; die Polaren der Punkte einer Geraden 
bilden ein Büschel, dessen Träger der Pol der Polaren ist. 

11. Der Pol einer Geraden ist eindeutig bestimmt, so- 
bald die Discriminante von (p = nicht verschwindet, 

«11 «12 «13 

«12 «M «2$ ^ 0. 

«13 «28 «83 

Jedenfalls giebt es immer einen Punkt, welcher einer Geraden 
als Pol zugehört. 

Verschwindet die Discriminante und nicht zugleich alle ihre Mi- 
noren, so degenerirt die Ciirve zu zwei distincten Punkten. Ver- 
schwinden auch ihre sämmtlichen Minoren, so degenerirt sie zu zwei 
zusammenfallenden Punkten. Im ersten Falle hat die Verbinduogs- 
gerade der beiden Punkte , im letzten jede durch den einen Punkt 
gelegte Gerade jeden Punkt der Ebene zum Pol. 

Der Pol einer Geraden wird unendlich fern, sobald 

9>i + 92 + fP3 = 0. ' 

Dies ist aber, wenn, wie immer, die Coefficienten der Gleichung 
(p •= endliche Werthe haben, entweder die Gleichung eines ein- 
zelnen Punktes, des Poles der endlich fernen Geraden, oder die 
Gleichung aller möglichen Punkte. Das Letztere tritt ein, sobald 
zugleich 

«II + «12 + «1; = 0, 

«12 + «22 + «23 = 0, 
«13 + «28 + «33 = 0. 

Dieser Fall mag künftig ausgeschlossen bleiben. 

12. Einem Punkte ist mindestens eine Gerade als Po- 
lare zugeordnet. Sei 

«1 Wi -f- «2 % + «3 «^ = 

die Gleichung des Punktes und h ein noch zu bestimmender Factor, 
so bestimmen sich die Coordinaten «^ der zugehörigen Polare (resp. 
Polaren) aus dem System : 
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q)i — Ä«! = Or 
(jPa' r- kcCi = 0, 
q>B — ÄJÄs = 0, 

Sollen die Polaren aller Punkte nnendlicli fem sein , so muss 
dem System nnabhängig von «^ durch tij^ = 1 genügt werden; dies 
tritt wiederum nur dann ein, wenn zugleich 

«n + ffi2 + «13 = 0; i= 1, 2, 3. 

In dem ausgeschlossenen Falle bleiben in der Gleichung 9) = 
noch zwei unabhängige Constanten. 

Da die Discriminante verschwindet, so zerfallt 9 in zwei lineare 
Factoren; dieselben seien ^ und % mit den Coefficienten a^ und 
ßi. Alsdann gehen die Gleichungen 

über in 

Diesem Systeme kann nur genügt werden, wenn ^ = und 
^ = 0. In diesem Falle degenerirt demnach die Curve zu zwei 
anendlich entfernten Punkten. 

13. In jedem durch 11) nicht ausgeschlossenen Falle kann man 
immer ein solches ganz im Endlichen gelegenes Dreieck auffinden, 
dessen Ecken die Pole der Gegenseiten sind. Ein solches Dreieck 
heisst ein sich selbst conjugirtes Dreieck. 

Man wähle hierzu eine Gerade Ti , deren Pol Pi im Endlichen 
liegt, ferner eine Gerade Ti2 durch Pj , welche Ti schneidet und 
deren Pol P^ im Endlichen (auf Ji) liegt; der Pol von P1-P2 ist 
alsdann der Schnittpunkt P3 der Geraden T2 und Ti. P1P2P3 ist 
demnach ein sich selbst conjugirtes Dreieck. 

Die Pole der Seiten des Axendreiecks sind im Allgemeinen: 

Pol von A^Äs: q>i = 0, 
„ „ AaAi'. (f^' = 0, 
rt yi ÄiA^: (jPs' = 0. 

Transformirt man die Gleichung der Curve auf ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck , so muss demnach 
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d. i. die anf ein sich selbst conjugirtes Dreieck transfor- 
mirte Gleichung der Curve zweiter Classe lautet: 

14. Stellt man die Gleichungen eines Kegelschnitts, der auf 
ein sich selbst conjugirtes Dreieck für Pnnktcoordinaten bezogen 
ist , in Plancoordinaten dar , so erhält man (§. 4 , 3) : 

«1 (h «3 

Stellt man analog die Gleichung eines Kegelschnitts, der auf 
•ein sich selbst conjugii'tes Dreieck für Plancoordinaten bezogen ist, 
in Pnnktcoordinaten dar, so erhält man (§. 4, 3): 

«1 «2 ^ 

Jedes sich selbst conjugirte Dreieck für Pnnktcoor- 
dinaten ist demnach ein ebensolches Dreieck für Plan- 
coordinaten und umgekehrt. 

Da man bei der Construction eines sich selbst conjugirten Drei- 
ecks in Pnnktcoordinaten von einem willkürlichen Punkte, and bei 
der analogen Construction für Plancoordinaten von einer beliebigen 
Geraden ausgeht, so folgt hieraus, dass ein Punkt und eine Gerade 
gleichzeitig für Punkt* und für Plancoordinaten Pol und Polare 
sind, dass demnach die für denselben Kegelschnitt in Punkt- 
und in Plancoordinaten definirten Pol und Polare sich 
auf dieselben Objecto beziehen. 

Hieraus folgt weiter, dass alle Curven zweiter Ordnung, für 
welche ein oder mehr als ein Coefficient unendlich gross wird, sowie 
die Paare von Parallelen eine Gruppe bilden, welche sich mit der- 
jenigen Gruppe der Curven zweiter Classe deckt, für welche Coef- 
ficienten unendlich werden , nebst den unendlich entfernten Punkte- 
paaren. 

15. Einige besondere Formen für die Gleichung eines 
Kegelschnitts. 

Gleichung eines Kegelschnitts, der den Punkt A^ des Axen- 
dreiecks enthält: 

a) aiiiCi^ -f 2ai2^i00i + 2auXiXi -f a^^^l -f- 2a^a^x.2X^ =0. 

Gleichung eines Kegelschnitts, der die beiden Eckpunkte Aq A^ 
des Axendreiecks enthält: 

b) öiiicf + 2ai^XiX^ + 2ai^XiXi + 2a^z^2^3 = 0. 



Sätze über Curven zweiter Ordnung. , 49 

Gleichung eines Kegelschnitts, welcher dem Axendreieck um- 
schrieben ist: 

Gleichung eines Kegelschnitts, welcher eine Seite g^ des Axen- 
dreiecks berührt: 

d) «iii*i^ + 2ai2Uiii2 + 2ai3ttitts 4- 0381*2* + Sa^sW««« = 0. 
Gleichung eines Kegelschnitts, welcher zwei Seiten g^g^ des 

Axendreiecks tangirt: 

e) «11^1^ + 2ai2Wi«2 + 2ai3UiW3 + 2a23«*2«*8 = 0. 

Gleichung eines Kegelschnitts, welcher dem Axendreieck ein- 
geschrieben ist: 

f) ai2«<iW2 + «13^1^8 + CC2BthU3 = 0. 

Die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher zwei Seiten ^2^8. des 
Axendreiecks in den Schnittpunkten derselben mit der dritten Seite 
(^3 und ^2) berührt, ist für Punktcoordinaten zunächst von der 
Form b). 

Die Gleichungen der Tangenten in den Punkten A3 Ä2 sind die- 
ser Gleichung b) gemäss: 

Tangente in -^3: aisXi -\- «23X2 = 0, 
Tangente in A^: ai2Xi -f~ 0^23^8 ^ 0. 
Erstere Tangente fallt nach der Voraussetzung mit ^1^3« d.i. 
mit a?3 = zusammen; folglich ist 

«18 = 0; 
die andere Tangente ist nach der Voraussetzung Äi A^ , hat also die 
Gleichung o^s = 0; folglich ist auch 

ai2 = 0. 

Die gesuchte Gleichung des Kegelschnitts ist also 
g) ai\^i + 2023^2X3 = 0. 

Für jeden Punkt eines Kegelschnitts ist demnach das 
Prod^uct der Abstände von zwei Tangenten dem Quadrate 
des Abstandes von der Berührungssehne proportional. 

Die Gleichung in Plancoordinaten lässt sich für diesen FaU in 
ganz ähnlicher Weise direct ableiten. 

Die Gleichung muss, da die Curve zwei Dreiecksseiten berührt, 
von der Form e) sein. 

Die Gleichungen der Berührungspunkte der tangirenden Seiten 

sind: 

Berührungspunkt auf ^s : «i8<*i + «23**« = 0, 
Berührungspunkt auf ^2^ ai2Wi + «23^1 = ö- 

Heger, Ansdytische Geometrie. 4 
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Da dieselben der Yoraussetznng nach mit A2 und A3 zusam- 
menfallen, so sind diese Gleichungen mit 

«^ = 0, bez. Wj = 

identisch; folglich ist 

«13 = «52 = 0. 

Die Gleichung des Kegelschnitts ist demnach 

h) CCiiU^ -j- 2a33W2W3 = 0. 

Für jede Tangente eines Kegelschnitts ist das Pro- 
duct der Abstände von zwei Curvenpunkten dem Qua- 
drate des Abstands vom Schnittpunkte der Tangenten in 
den beiden Curvenpunkten proportional. 

16. Bestimmung eines Kegelschnitts durch vier Punkte und 
eine Tangente. 

Man beziehe den Kegelschnitt auf das von dreien der gege- 
benen Punkte gebildete Dreieck. Die Coordinaten des vierten Punkts 
in Bezug auf dieses Dreieck seien |it» die Coordinaten der gege- 
benen Geraden u^. 

Die Gleichung des gesuchten Kegelschnitts hat für Punktcoor- 
dinaten die Form: 

a) ai2XiX2 4- a23a?2i»3 + a^iX^Xi = 0; 
hieraus ergiebt sich die Gleichung für Plancoordinaten zu: 

b) <^+<^ + <4-2«n««^-j^ 

— -2a28«8ir--7 2ör3iai2 7-«r- =r 0. 

Damit nun dieser Kegelschnitt den Punkt f* enthalte und die 
Gerade u^ berühre , müssen die Coefficienten die beiden Gleichungen 
erfüllen : 



2 ^s'^ , «^ ^ W Wa' 



0. 



«i2 7;j+— 2a3ia,2^.- . 

Hieraus bestimmt sich das Yerhältniss Oi^ : a23 : ^31 und zwar 
erhält man zwei reelle oder kein reelles Wurzelsystem. 

Es giebt demnach zwei oder keinen Kegelschnitt, 
welcher vier gegebene Punkte enthält und eine gege- 
bene Gerade berührt. 

17. Bestimmung eines Kegelschnitts durch drei Punkte und 
zwei Tangenten. 
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Man bezieht den Kegelschnitt anf das Dreieck der gegebenen 
PtEiikte. Die Coordinaten der beiden gegebenen Tangenten in Bezug 
auf dieses Dreieck seien u^ und u'l. Die Gleichung des gesuchten 
Keg^elschnitts in Punktcoordinaten sei 

so ist die Gleichung in Plancoordinaten 

Da die beiden Tangenten «i und wi' den Kegelschnitt berühren, 
so bestimmen sich demnach die Verhältnisse der Coefficienten aus 
den beiden Gleichungen : 

Diese Gleichungen lehren: • 

Es giebt vier, zwei oder keinen Kegelschnitt, wel- 
cher drei gegebene Punkte enthält und zwei gegebene 
Gerade berührt. 

18. Bestimmung eines Kegelschnitts durch vier Tangenten 
und einen Punkt. 

Man beziehe die Gleichung des Kegelschnitts in Plancoordi- 
naten auf das von dreien der gegebenen Tangenten gebildete Dreieck. 
Die Coordinaten der vierten Tangente in Bezug auf dieses Dreieck 
seien u^, die Coordinaten des gegebenen Punktes |^ 

Die Gleichung des Kegelschnitts in Plancoordinaten lautet: 

a) «12^1«*« + «28^2 ^8 + c^siUsUi == 0; 

woraus sich die Gleichung für Punktcoordinaten ergiebt: 

b) «?sr| + <z\ + <^ - 2«i2«23r-^ 



Ä| ' ^»V ^' ^^ 



X2 Xi Xs X2 ^ 

Ä2 hl n^ fh 

Da der Kegelschnitt die Gerade wi berührt und den Punkt ^^ 
enthält , so erfüllen «i und li die Gleichungen a) und b) : 

CC12U1U2' + «23 ««'Ws' + tCsiHsUi = 0, 

<T + 2a3i«i2f^~ =0. 

Hieraus ergiebt sich das gesuchte Verhältniss der Coefficienten 
Oia : «18 : «ei. Man findet: 

4* 
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Es giebt zwei oder keinen Kegelschnitt, welcher vier 
gegebene Gerade berührt und einen gegebenen Punkt 
enthält. 

19. Bestimmung eines Kegelschnittes durch drei Tangenten 
und zwei Punkte. 

Auf das Dreieck der drei Tangenten bezogen, lautet die Glei- 
chung des Kegelschnitts in Plancoordinaten: 

«12^1 «2 + «23^% + «81 «8^1 = 0; 

mithin die Gleichung in Punktcoordinaten : 



^3 -r . ^ 81 12^^ ^ 



Sind x^x^i die Coordinaten der beiden Punkte in Bezug auf das 
gewählte Dreieck, so erhält man aur Bestimmung der Coefficienten 
tta die beiden Gleichungen: 





— 2 «81 «12 ~ 
^3 


•&' = o. 


•^ly J.2 • 


— 2a3iai2T- 

«3 


•^■-- 



Es giebt demnach vier, zwei oder keinen Kegelschnitt, 
welcher drei gegebene Gerade berührt und zwei gegebene 
Punkte enthält. 

20. Bestimmung des Kegelschnitts, der drei gegebene Punkte 
eutl^lt und eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte be- 
rührt, sowie des Kegelschnitts, der drei gegebene Gerade und eine 
vierte Gerade in einem gegebenen Punkte berührt. 

Für den ersten Fall beziehe man den Kegelschnitt auf das 
Dreieck der drei gegebenen Punkte, so dass die Gleichung ist: 

a) a-iiXiX^ + a23iJ?2i^3 H" O'^iXiXi = 0. 
Sei die Gleichung der gegebenen Tangente 

b) AiXx -\~ A2X2 -{- A^Xi ^= 

und ^k die Coordinaten des auf ihr gegebenen Punktes, so erfüllen 
die an die Gleichung : 

c) ai2|il2 + «asfels + «31 feil = 0. 

Die Gleichung der im Punkte ^t an den Kegelschnitt gelegten Tan- 
gente ist 

d) (ai2l2 + <h\kz)^i + («lali + aa3&)% + («23I2 + «sife)«» = 0. 

Da dieselbe mit b) geometrisch identisch ist, so ergeben sich 
folgende Gleichungen, wenn k eine beliebige Zahl bezeichnet: 
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»12 f« + «81 & = *-4i» 

e) Oiali + 023 1:3 = Ä-^s, 

«28 12 + Ö81I1 = JcAs' 

Das System e), aus welchem sich das Yerhältniss der a^t bereits 
bestimmt, ist mit c) nicht im Widerspruche. Denn multiplicirt man 
die Gleichungen e) der Reihe nach mit |i I2 13 nnd addirt , so er- 
hält man : 

Da nun ^^ auf der Geraden b) liegt, so ist die rechte Seite gleich 
Null, d. h. der Kegelschnitt, der die aus e) bestimmten Coefficienten 
hat, enthält zugleich den Punkt |^. 

Da das System e) die gesuchten Coefficienten (bis auf den 
gemeinsamen Factor k) eindeutig bestimmt, so folgt: 

Es giebt stets und nur einen Kegelschnitt, welcher 
drei gegebene Punkte enthält, und eine gegebene Gerade 
in einem gegebenen Punkte berührt. 

Aehnlich verläuft die Untersuchung über den zweiten Fall. 
Man beziehe den Kegelschnitt auf das Dreieck der drei ersteren 
Tangenten. Dann ist die Gleichung 

f) «12^1 »2 + O^U^th + «81%«*! = 0. 

Der vierte Punkt habe die Gleichung 

g) ÄiUi + A2IH + ÄsUs = 0; 

die Coordinaten der ihn enthaltenden gegebenen Tangente seien u^. 
Die Gleichung des Tangentialpunktes dieser Tangente ist: 

h) («12%' 4- CCnU'/)Ui + («laW/ + «28«3')«2 

+ («28^2' + f^3lUi)Us = 0. 
Da dieselbe mit g) identisch sein soll, so ergeben sich zur Bestim- 
mung der aa die drei Gleichungen: 

«12 M./ 4- «31 ««3' = kAi 
i) «12 w/ + (X23U3 = JcAi 

«23 «2 4- «31**! = kA'i. 

Dieselben sind nicht im Widerspruche mit der überzähligen 
Bedingung, dass Ut die Gleichung f) erfüllen soll; denn mit UxU^u^ 
multiplicirt und addirt, wird die linke Seite mit f) für Uk = wj 
identisch, die linke Seite mit g) für u^ ==■ wi; da nun g) nach der 
Voraussetzung verschwindet, so verschwindet demnach auch 

«12 U\ U2 •\- '•' 

Aus i) ergeben sich eindeutige Werthe für die Verhältnisse der 
Coefficienten, 
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Durch vier Tangenten und den Tangentialpunkt in 
einer derselben ist demnach ein Kegelschnitt eindeutig 
bestimmt. 

21. Die eben beendete Untersuchung enthält zugleich alle 
Gleichungen zur Lösung der beiden Probleme: 

Einen Kegelschnitt zu bestimmen, der drei gegebene Punkte 
enthält oder drei gegebene Gerade berührt und für welchen eine 
gegebene Gerade und ein gegebener Punkt Pol und Polare sind. 

Denn bezieht man zur Lösung des ersten Problems den Kegel- 
schnitt auf das Dreieck der gegebenen Kegelschnittpunkte, und sind 
in Bezug auf dieses Dreieck 1^ Coordinaten des vierten Punktes 
und ist 

k) Ai Xi + ^2 ^2 + ^z ^3 = 0, 

die Gleichung seiner gegebenen Polaren, so sind demnach die 
Coefficienten a,-* der Gleichung des Kegelschnitts so zu bestimmen, 
dass die aus der Kegelschnittsgleichung folgende Polare von ^t nait 
der gegebenen identisch ist, d. h. es muss 

(»1212 + «31 Is)^! + («2313 + ai2|l)a?2 + («81 ll + «23 Iq)«?^ = 

mit k) identisch sein. Hieraus folgen, mit Benutzung eines will- 
kürlichen Zahlenfactors Ä, die für die Bestimmung des Verhältnisses 
der üik ausreichenden Gleichungen: 

«1212 + «ails = *-4i, 
1) «23 Is + «12 li = fc-^j, 

«81 Sl + «23! = Ä^s. 

Die Lösungen dieser Gleichungen sind der Form nach mit den 
Lösungen von e) identisch; nur dass die |* die Gleichung des Kegel- 
schnitts und die der Polaren nicht erfüllen. 

Ein Kegelschnitt ist demnach eindeutig bestimmt, 
wenn drei seiner Punkte und die Polare eines vierten 
Punktes der Ebene gegeben sind. 

Um das zweite Problem zu lösen , bilde man die Gleichung des 
Kegelschnitts in Bezug auf das Dreieck der drei gegebenen Tan- 
genten. Die vierte Gerade habe die Coordinaten «**, ihr gegebener 
Pol die Gleichung 

ÄiUi + A2U2 + ^8% = 0. 
Diese Gleichung muss mit der aus der Kegelschnittsgleichung her- 
geleiteten Gleichung des Poles von Uk übereinstimmen ; hieraus er- 
geben sich zur Bestimmung der Gonstanten a,-;^ des Kegelschnitts die 
ausreichenden Gleichungen : 
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«I2M2' + «81 wg' == *-4li 

m) «13%' + «lat*/ = kÄ2y 

«3i«*i' + «asWa' = ^As, 

der Form nach identisch mit i), nur haben die Uk eine andere Be- 
deutung für den Kegelschnitt. Sie lehren: 

Ein Kegelschnitt ist eindeutig bestimmt, wenn drei 
seiner Tangenten und der Pol einer vierten Geraden ge- 
geben sind. 

22. Durch zwei Tangenten, den Berührungspunkten 
auf denselben und noch einen Punkt, oder noch eine Tan- 
gente ist ein Kegelschnitt eindeutig bestimmt. 

Man beziehe den Kegelschnitt auf das von den Tangenten und 
der Berührnngssehne gebildete Dreieck. Die Gleichung desselben 
ist alsdann: 

in Punktcoordinaten : anxf •\- 2a23Ä;2^.i = 0, 
in Plancoordinaten : «nttf + ^f^^h^ •= 0. 

Sind Ia die Goordinaten des noch überdies gegebenen Punktes, 
bez. u'i die der gegebenen Tangente, so werden die Goef&cienten der 
Gleichungen aus den beiden Gleichungen bestimmt: 

aiili'-^ + Soasfe & = 0, 

«11 Wl'^ + 2a22«2'W3' = 0. 

Beide Gleichungen lehren die Richtigkeit der obigen Behauptung. 

23. Durch zwei Paar Pol und Polare und noch einen 
Punkt oder noch eine Tangente ist ein Kegelschnitt ein- 
deutig bestimmt. 

Bezieht man den Kegelschnitt auf ein Dreieck, welches den 
einen Pol und seine Polare als Ecke und Gegenseite enthält, so wird 
die Gleichung 

in Punktcoordinaten: 
a) ^(hi^i + ö2aaJ3* + 2a2üX-2X:i + assX^ = 0, 

in Plancoordinaten: 

b) «11 »1* + 0C22U.f + 2 0^U2Ui -\- «33»! "= 0. 

Die Goordinaten des andern gegebenen Poles seien a^i, die Gleichung 
seiner Polaren: 

c) -^liK] -^^Ä^Xi 4- ÄiX^ = 0; 

die Goordinaten des überdies gegebenen Punktes seien a^'. 
Die aus' a) folgende Gleichung der Polaren von JP' ist 

d) anXi'xi -\- (022X2' + Ois^s) x^ + (023«^/ + «aa^sO^a = 0. 
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Aus der Identität mit c) folgt das System: 

e) a22^' 4-033^8 = ^-^2, 

0^23^2 "h «33^3 = JcAs' 

Da P" auf a) gelegen ist, so erfüllen die Oa noch die Gleichung 

Berechnet man an aus f) und substituirt dies in e), so erhält 
man drei lineare Gleichungen für die übrigen Coefficienten , woraus 
sich für dieselben drei mit dem gemeinsamen Factor k behaftete 
Werthe ergeben. Mit Hülfe dieser Lösungen folgt dann aus der 
ersten Substitution der Werth On, ebenfalls mit dem Factor k be- 
haftet, so dass sich das Yerhältniss der GoefQcienten aus dem obig'en 
System eindeutig bestimmt. 

Für das zweite Problem seien die Coördinaten der gegebenen 
Polaren tejt; die Gleichung ihres Poles sei 
g) ÄiUi + A2U2 + AzUz = 0; 

die Coördinaten der noch ausserdem gegebenen Tangente seien u'jt. 
Dann erhält man zur Bestimmung der ttit ganz wie oben das 
System : 

«11 Wi' = kAi, 

I.N «22«*«' + «23%' = Ä-42, 

'^) / I IIA 

«23^ + ^33% = Äi^s, 

aiiWi"2 + a^^ih"^ + 2 «23^2"%" + «33t*8"* = 0, 

aus dem sich das Yerhältniss der Constanten a.-!. eindeutig be- 
Btimmt, q. e. d. 



24. Eintheilung der Gebilde zweiter Ordnung nach 
den Formen der auf ein sich selbst conjugirtes Dreieck 
bezogenen Gleichungen in Punkt- oder Plancoof dinaten. 

Die Gleichung sei 

in Punktcoordinaten : «i x^ + a<i x^ -f- a^x^ = 0, 
in Plancoordinaten : aiU^ -{- «2«*! + «3^3 = 0. 

A. Zwei oder ein Coefficient in einer oder der andern 
Gleichung sind gleich Null: 

1. 

A. 02 = 0, 03 = 0, also «2=0°» «3 = Qp. 

Die Gleichung wird 

OiX^ = 



L 
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in f^mktcoordinaten; für Plancoordinaten löst sie sich in die Be- 
dingungen auf: 

«2 =: 0, IIa = 0, 
bedeutet also eine (doppelt zu denkende) Gerade. — 
B. «2 = 0, (»8 = 0, also 02 = OO, a^ = 00; 

Gleichung in Plancoordinaten: 

UiU^ = 0; 
in Punktcoordinaten lost sie sich auf zu 

arg = 0, aJs = 0, 
bedeutet demnach einen (doppelt zu denkenden) Punkt. — 

2. 

A. as = 0, ai : Oj ;> 0, also a» = 00, «i : «2 > 0. 

Gleichung in Punktcoordinaten: aiX^ 4* 02a?| = 0, 
„ ^ Plancoordinaten: U^ = 0. 

Ber erstem kann durch reelle Punkte nur genügt werden, wenn 

zugleich 

a?i = 0, aJ2 = 0. 

Diese Gleichung bedeutet demnach einen Punkt. — 

B. «8 = 0, «1 : «8 >> 0, also a^ = 00, ai : 02 >> 0. 

Gleichung in Plancoordinaten: cciU^ -f- OC2W2 = Ö» 
„ „ Punktcoordinaten: x^ = 0. 

Der ersten Gleichung entspricht nur eine reelle Gerade, nämlich: 
«1 = 0, «2 = 0, d. i. a?3 = 0. — 

3. 
A. «8 = 0, tti : «2 < 0, also cc^ = OO, «1 : «2 < Ö- 
Gleichung in Punktcoordinaten: «10;^^ + a^x^ = 0, 

„ „ Plancoordinaten: % = 0, «iWj -j- «2^*2 ^=^ ^• 

Die erst^re Gleichung zerfällt in das Product zweier reellen 
linearen Factoren von der Form 

(^1^1 + h2 0O2) (^1^1 — 2>2^) = ^• 

Die zweiten Bedingungen lehren dasselbe, denn aus 

giriUi + 92r2U2 = ^ 
iimd 

«itt* + a2«*2^ = 

Ibestimmen sich zwei reelle Werthpaare Ui und («9, welche entgegen- 
gesetzt gleiche Verhältnisse haben. 

I 



[ 
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Hiernach bedeutet die Gleichung in dieser Form zwei sich 
schneidende Geraden ; dieselben bilden mit den Axen Xi z== 0, x^ = 
ein harmonisches Büschel.. — 

B. «3 = 0, «1 : «3 <C 0, also «3 = 00, ai : a^ < 0. 

Gleichung in Plancoordinaten : aiu} -|- «2^2^ = 0, 

„ „ Punktcoordinaten : X3 = 0, aix} -f ^^2^ = 0. 

Die erste Gleichung zerfällt in zwei reelle Factoren; 
(ßiUi -I- ß^u^) ißiUi — /J2W3) = 0. 

Aus den Gleichungen 

ai xf + 02X^ = 
und 

giXi + ^2a;2 = 2^ 

bestimmen sich zwei reelle Werthpaare von Xi und a^, welche ent- 
gegengesetzt gleiche Verhältnisse haben. 

Die Gleichungen bedeuten demnach zwei auf u-i = 0, iij = 
(also auf Xs = 0) gelegene Punkte, welche von Ai und A2 harmo- 
nisch getrennt werden. 

25. B. Keiner der Coefficienten ist Null oder unend- 
lich gross. 

Die weitere Unterscheidung erfolgt in Rücksicht auf den Punkt, 
dessen Polare unendlich fern ist, und auf die Geraden, deren Pole 
unendlich fern sind. 

1. Der Pol, dessen Polare unendlich fern ist, ist selbst 
unendlich fern, sobald (11): 

(pi + ^2 + 9^3' = 
die Gleichung eines unendlich fernen Punktes ist; für 

reducirt sich diese Bedingung auf 

«1 + «2 + «3 = 0; 
ist 9? = in der allgemeinen Form gegeben, so liefert sie 

«11 + 2 «12 + 2 «13 + «22 + 2 «23 + «22 = 0. 

Beide Formen zeigen an, dass y = erfüllt wird für 

t*j =:= W2 = **3 = 1 ; 
die Curve wird also von der unendlich fernen Geraden tangirt. 

Für Punktcoordinaten lässt sich die angegebene Bedingung 
ausdrücken wie folgt; 

aj ü^ <h 
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26. 2. Der Pol der unendlich fernen Geraden — das 
Centrum der Curve — ist ein im Endlichen gelegener 

Punkt. 

Wir setzen, ohne die Allgemeinheit zu stören, voraus, dass in 
den beiden Gleichungen ein und desselben Kegelschnitts 

wo also 

die Coefficienten folgende Vorzeichen haben: 

ai > 0, 02 > 0, as < 0, 

also auch 

«1 > 0, «2 > 0, cts < 0. 

Das Trägheitsgesetz für quadratische Formen lehrt, dass bei 
der Transformation der Gleichungen von einem sich selbst conjugir- 
ten Dreieck auf ein anderes die Anzahl der positiven Coefficienten 
unverändert bleibt. 

27. Lehrsatz. Transformirt man die Gleichungen 
einesKegelschnitts von einem sich selbst conjugirten Drei- 
eck zu einem andern, ohne dieGleichnngen durch constante 
Factoren zu kürzen oder zu erweitern, so ist die Snmme 
der Coefficienten in beiden Gleichungen unveränderlich. 

Beweis. Die beiden sich selbst conjugirten Dreiecke seien 
AiAoA;] und Ax A^ A^* Die Coordinaten im neuen Systeme seien 
für Punkte X^^, für Geraden TJu^ im alten Systeme x^^ und u^; die 
Gleichungen der Gurve im neuen Systeme seien 

Wendet man die in §. 3, 3 gebrauchten Bezeichnungen an, so 
erhält man als Bedingung dafür, dass A\ ^2 ^8 ein sich selbst con- 
jugirtes Dreieck ist, die beiden Systeme von je drei Gleichungen: 

öi ofai -I- ^2 a''ö* + 03 aTa*k = | i,Ä; = 1, 2 oder 
^ «!«!«* + «2«!'«* + «3 «{"«*' = 1 2, 3 oder 3, 1. 

Da die Transformationsformeln auf der rechten Seite Geraden- 
und Punktgleichungen in Normalform enthalten, so erfüllen die 
Coefficienten noch die zwei Gruppen von je drei Gleichungen: 

flj* + «2^ + «3^ — 2a* ajcosya — 2a« a^cos^i — 2 a\a\cosy<i = 1, 
2) «j + «^ + aj = 1, 

i = 1, 2, 3. 

Die Summen der Coefficienten in den transformirten Gleichun- 
gen werden zu 
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3) und 
«1 («;» + «i» + aJ») + a, («;'« + a?» + a?«) + a, «» + «?'» + af). 
Berechnet man aus der ersten Gruppe von 2} die Trinome 

a« + 4» + a« 

and eubstitnirt in die erste Formel 3), so erhält man unter Berück- 
eichtigung des ersten Systemes 1) die Constanz der Coefficienten- 
summe in der Gleichung des Kegelschnitts für Punktcoordinaten« 

Die zweite der Formeln 3) lässt sich in Kücksicht auf das 
zweite System 1) schreiben: 

«I («i + «i + «»)* + <h K + «i' + «?)' + »h «' + «?' + <4")'. 

Nimmt man hierzu das zweite System 2), so erhält man die 
Constanz der Summe der Coefficienten in der Gleichung für Plan- 
coordinaten. 

28. Die Gleichung des Centrums ist (16): 

ttiUi -|- «3 tt, 4- «3 «3 = 0. 
Seine Coordinaten sind demnach 

^k = i \ • 

«1 + «2 + «8 

Da nun der Nenner dieses Ausdrucks für alle sich selbst con- 
jugirten Dreiecke beständig bleibt, femer auch die Zahl der posi- 
tiven a^ sich nicht ändert, so zerfallen die centralen Kegelschnitte 
in zwei Gruppen : in der einen Gruppe liegt in Bezug auf alle sich 
selbst conjugirten Dreiecke das Centrum in einem der drei unbe- 
grenzten äusseren Winkelfelder des Axendreiecks ; in der andern 
Gruppe liegt er in einem der drei Felder, welche durch eine Axe 
und die Verlängerungen der beiden anderen begrenzt werden. 

Bezeichnet man mit c^ die Coordinaten des Centrums, so lassen 
sich die Gleichungen eines Kegelschnittes demnach auf die Formen 
bringen : 

C\ C2 C3 



und 



t-! + t'!^tl = 0' 



die so reducirten Gleichungen gehen bei der Transformation für 
andere sich selbst conjugirte Dreiecke ohne x\ufnahme von Erweite- 
rungscoefficienten in Gleichungen derselben Form in Bezug auf das 
neue System über. 



I 

j 
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Lässt man nun das Centrum mit Äg zusammenfallen, so bleibt 
bei der ersten Gruppe das Verhältniss der (verschwindenden) Coor- 
dinaten Ci : c^ positiv; die Gleichung gewinnt demnach die Form 

a^xf 4- a^x^ = 1. 
Bei der zweiten Gruppe bleibt das Verhältniss Ci : r^ negativ und 
die Gleichung erhält die Form 

a^x^ — a|a?| = 1. 

Die Kriterien in (17) und (19) bestimmen dieCurve als Parabel, 
Ellipse oder Hyperbel. 

Rückt A^ ins Unendliche, so geht Äj A^ durchs Centrum, wird 
Diameter. 'Bei der Ellipse liegt -das Centrnm auf derselben Seite 
von A\ und A^^, bei der Hyperbel werden A^ und A^ durchs Cen- 
trnm getrennt. Im ersten Falle haben C] und c^ entgegengesetzte, 
im letzten Falle gleiche (positive) Vorzeichen. 

Die Gleichung für Plancoordinaten nimmt hiernach die For- 
men an: 

far Ellipse: a^v^ — a^v^ = 1, 

für Hyperbel: cqv^ + a^v^ = 1. 



29. Untersuchung über Asymptoten eines Kegel- 
schnitts. Man wähle ein für den Kegelschnitt sich selbst con- 
jugirtes Dreieck zum Axendreieck. Die Kegelschnittsgleichung sei: 

Soll nun QV^e Gerade uj^ Asymptote des Kegelschnitts, d. i. Tan- 
gente mit unendlich fernem Tangentialpunkte sein, so erfüllen die 
Uk die Gleichung 

a) «ifh'^ + «sV« + aattg'« = 0. 

Der auf der Geraden u'^ liegende Tangentialpunkt hat die Gleichung : 

Die Bedingung dafür, dass dieser Punkt unendlich ist, lautet: 

b) aitt/ -f 082 U2' + «3 1*3' = 0. 

Dies ist eine zweite Gleichung der Coordinaten der Asymptote. Aus 
a) und b) wird das Verhältniss der Coordinaten bestimmt. 

Eine Curve zweiten Grades wird nun Asymptoten haben oder 
aicht, je nachdem dieses System reelle Lösungen für das Verhältniss 
fter vljt liefert, oder complexe. 

Um hierüber zu entscheiden, eliminire «3 aus b) und a). Man 
Brhält: 
ö Mi'H«»«! + «r) + ««'^«3^2 + «D -!- 2 ai«,iii'i«j' = 0. 
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Die Discriminante dieser Gleiclrnng ist: 

d) af a|. — («3 + «i) («3 4- Oj) «1 «2 = «i «j («1 «2 — «1 — «1 «3 
— «2«» — «i««) = — «1 a2«3 («1 + «2 + «a). 

Ist die Summe der Coefficieuten «i -+- «2 + ^ positiv, so folgt, 
dass die Discriminante positiv oder negativ ist, je nachdem ein 
Goefficient oder zwei negativ sind. Die Hyperbel hat hiernach 
zwei reelle Asymptoten, die Ellipse keine. 

Die Discriminante verschwindet, wenn die Summe der Coeffi- 
cieuten verschwindet. In diesem Falle wird der Bedingungsgleichnng 
b) genügt durch 

Ml' = «j' =r Wg' = 1. 

Da es dann nur eine Asymptote giebt, so ist demnach diese 
unendlich ferne Gerade augleich Asymptote. 

Die Parabel wird demnach von der unendlich fernen 
Geraden berührt. 



30. Die Bedingung dafür, dass zwei Dreiecke für einen nsd 
denselben Kegelschnitt sich selbst conjugirt sind, lässt sich wie folgt 
ausdrücken : 

Es seien x'kixfl^k die Goordinaten der Ecken, u'^UtUt' die der 
Seiten des einen Dreiecks in Bezug auf das andere. Der beidei 
Dreiecken zugehörige Kegelschnitt habe für das zum Axendreieck 
gewählte Dreieck die Gleichungen: 

«1 X\ + «2 x% + (h^i = 0, 
oder 

aiul + a.2U^ + ctgui = 0. 

Dann ist nothwendig und ausreichend , dass die Polare von 4 
durch Xt und o^", und die von x^ durch x^i' geht; es muss demnach 
das System gelten: 

aiXi Xi' + 0.2X2 Xi'^ + (hXzr' Xs" = 0, 
«1 Xi' xfi -\- »2 X2 aji" + «3 «a' a^s" = 0, 
flfiar/'iri" + a^x^'' x!l' + a.iX.i''ixfi' = 0. 

Hieraus erhält man die gesuchte Bedingung in Form einer ve^ 
schwindenden Determinante: 



= 0. 



Aehnlich findet man die gleichwerthige Bedingung: 



«,' *," 


V«," 


Xz'Xt" 


*,"< 


iC,"^' 


%^'iH' 


xf'«l' 


^'x,' 


^'=h! 
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Wui" «,'<' th'u," 
Ui^uT W'f*^' us"< 
ti'/'u', uS'u/ uTfh' 



= 0. 



31. Lehrsatz: Sind zwei Dreiecke für einen Kegel- 
schnitt sich selbst conjngirt, so sind sie beide einem 
Kegelschnitte eingeschrieben und einem Kegelschnitte 
amschrieben. 

Jeder dem Axendreieck umschriebene oder eingeschriebene 
Kegelschnitt hat die Gleichung 

beziehentlich 

Sollen ylh^lsil* (30) in einem solchen Kegelschnitt liegen, be- 
ziehentlich UjfcUjttfjb' einen solchen Kegelschnitt berühren, so muss das 
System erfüllt sein: 

01201' X^ rf 028*2' ^ + «31 «Ta' Xi = 0, 

012*1 a?2 "h «28*2 *8 "h ö^si^a *i = 0, 
ai2»i'V2" + aasaji'Vs" + 03,*?V/' = 0, 

beziehentlich 

ax^Ui u^ + a23t*2' W3' + a3i«8'«i' = 0, 
«i2«*i"i/2" + «23^2" W3" -f a^u^^Ui' = 0, 
ai2<t4" + a2a«4"«r + «siu?'«r =0. 

Hieraus folgt als Bedingung dafür, dass drei Punkte in einem 
um das Axendreieck beschriebenen Kegelschnitt liegen, beziehent- 
lich dafür,, dass drei Gerade einen dem Axendreieck eingeschriebe- 
nen Kegelschnitt berühren, das 'Verschwinden der Determinante : 



Xi' X^ X^ Xf! X^ X\ 

x/'a^" x.:'x^' *8"a:i" 
*i"i4" a4"*i" oi'V/' 





«.'«/ 


U/ Ui' 


U,' Ml' 


= 0, 


«1"«," 


Wm" 


«,"«j" 




«l"«J" 


«4" «i" 


«4"«i" 



= 0. 



Diese beiden Determinanten sind Glied für Glied den unter 
(21) angeführten gleich, wie sich leicht nachweisen lässt. 

32. Lehrsatz: Gruppirt man sechs Punkte eines 
Kegelschnitts zu zwei Dreiecken, so lässt sich stets ein 
und nur ein Kegelschnitt finden, für welchen beide Drei- 
ecke sich selbst conjugirt sind. Gruppirt man sechs Tan- 
genten eines Kegelschnittes zu zwei Dreiecken, so lässt 
sich stets ein und nur ein Kegelschnitt finden, für wel- 
chen beide Dreiecke sich selbst conjugirt sind. 
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Beweis: Zum Beweise des ersten Tlieiles beziehe man die 
drei Punkte der einen Gruppe x'jtXtXi' auf das aus den Punkten der 
andern gebildete Dreieck; dann annulliren die (X^tXtXt' die erste 
Determinante in (21), mithin auch die erste Determinante in (20)* 

Gesetzt, es sei 

dl xl 4- «2 «^2' + ^3 ^s = ^ 

die Gleichung des beiden Dreiecken conjugirten Kegelschnittes, so 
müssen (21) die Gleichungen erfiillt werden: 

Ol Xi Xx + «2 ^ x^" +• «8 ^t ^3" = ö, 

(i\^i Xx -|- a^v!% x<i + a^x^s'xi = 0. 

Dieses System ist erfüllbar, da die Determinante verschwindet; 
aus irgend zweien der drei Gleichungen folgt dann das YerhältniBS 

eindeutig, q. e. d. 

Ebenso erfolgt der Beweis des zweiten Theiles. 

33. Beweis des Pascal'schen Satzes. 
Liegen die drei Punkte, in welchen sich die gegen- 
überliegenden Seitenpaare eines Sechsecks schneiden, in 

Fig. 9. 



einer Geraden, so ist das Sechseck einem Kegelschnitt ein- 
geschrieben (Fig. 9). 

Das Sechseck sei Pi TIi P^ TI^ P^ ^3 ; seine G^genseitenpaare sind 
alsdann : 

PiTIi und n^Pz, 
n^P^ und Pj^a, 
P^n^ und /I3P1. 
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Man beziehe PiP^Ps auf das Axendreieck IJiII^n^; haben 
dann PjPsPs die Coordinaten rci,a?i',iri", so sind die Gleichungen 
der Seiten des Sechsecks: 

(Pi TT,) = Xs'x2 — OJa' Xs = 0, (^2^3) = ^s'äJi — aJ^a^ = 0, 
(77, Pa) = Xs"x^ — x^'x^ = 0, (Pa^s) = <^i — x^i^x^ = 0, 
{P^n^)^^ Xx'x^ — x^^Xx = 0, {Jl^P\) ^ Xi Xi — x^ Xy^ = 0. 

Es müssen sich nach der Yoraussetzung des Satzes sechs Coef- 
fioienten l^\(iii\vv\ao bestimmen lassen, dass 

A(P.77,) + A'(77,P,) = ii(P,n,} + ii'iPsn,) 
Hieraas folgen die Gleichrmgen : 

Aus diesen Gleichungen folgt: 



= — x^'^v — X2'v\ 



tt 



X'2 



Xx' 



Dann bleiben die vier Gleichungen übrig: 

iC3 A — X2 ^ = V» 



Xj % 



A + a;rA' 






= 0, 



a-a'A + x'^'k' — ir2> =0. 

Der Verein derselben wird bedingt durch das Verschwinden 
der Determinante: 





Xq XS 

„ t 

Xi 
Xz 
X2 



*?' 



X3 





a?3 ^2 



rc 



f/ 



— rcr 







—xs 



n 



af{* 



X2 



ff 







= 0. 



Man multiplicire die erste Colonne mit Xi\ die dritte mit Xi'\ 
subtrahire die erste Zeile von der zweiten, subtrahire hierauf 'die 

mit —fj-, multiplicirte erste Zeile von der letzten Zeile und multi- 

Xs 

plicire die nun entstandene letzte Colonne mit x^ . In der zweiten 
Colonne der resultirenden Determinante sind alle Glieder ausser dem 

« 

ersten Null, und die Determinante verschwindet also far 

Heger, Analytische Oeometrie. 5 
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%^x^' xi'*x^" tü'tH' 



= 0, 



xt'x^' a;a"rPi" a^?Vr 
die sechs gegebenen Punkte sind demnach in einem Kegelschnitte 
enthalten (Nr. 31). 

Der directe Pascal'sche Satz lautet: Verbindet man sechs 
Punkte eines Kegelschnitts zu einem Sechseck, so liegen 
die Durchschnittspunkte je zweier gegenüberliegenden 
Seiten auf einer Geraden, 

Nimmt man an, der directe Pascal'sche Satz gälte für 
irgend ein eingeschriebenes Sechseck nicht, so gruppire man des- 
sen Ecken zu den beiden Dreiecken und verfahre ganz wie oben. 
Dann kann der Verein der Gleichungen für XX\ fift', vi/ nickt 
bestehen, oder, da v und i/ immer nach den dort bezeichneten 
Formeln gewählt werden können, so kann der Verein der vier Glei- 
chungen für kk' und fifi' nicht bestehen, mithin kann die am Schluss 
angeführte Determinante nicht verschwinden ; das ist aber ein Wider- 
spruch gegen die Voraussetzung, dass das Sechseck einem Kegel- 
schnitte eingeschrieben sein soll. 

34. Der Beweis des Bri an chon' sehen Satzes verfolgt einen 
ganz ähnlichen Gang. 

Gehen die Verbindungsgeraden je zweier Gegenecken 
eines Sechsecks durch einen Punkt, so ist das Sechseck 
einem Kegelschnitt umschrieben (Fig. 10). v 

Fig. 10. 




!XA, 



Die auf einander folgenden Seiten des Sechsecks seien 

Ti%i T2%t Tz%z, 
Dann sind die Gegeneckenpaare: 
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Ti %i und % ^8, 

SEi Tj und li^s, 

T2%2 und ZiTi. 

Die Gleichungen dieser sechs Punkte sind: 

(Till) = U3' % — «2' «3 = 0, (% T3) = Mi"t*i — <U9 = 0; 
(ST, Ta) = Ui'% — 1*2" Wa = 0, (2^2^) = <tti — u^'u^ = 0; 
(TjSi:,) = v/'a» - 1*3"«! = 0, {% T,) = w,'w2 — Uj'w, = 0. 

Nach der Voraussetzung, dass die Verbindungsgeraden je zweier 
Gegenecken auf einer Geraden liegen , giebt, es immer sechs^ Coef^- 
cienten A A' f* ft' v 1/', welche die Identitäten herbeifahren: 

A(r, Ii) + k'(%, r,) = n(%i T,) + ii'iT.Zs) = v(T,%,) + 1/(23 T.). 

Hieraus ergeben sich durch Gleichsetzung der mit derselben 
Coordinate multiplicirten Goei&cienten : 

ttj'A = <A' = %'> = — Ui"v. 
Aus diesen Gleichungen eliminirt man v und i^': 



^/ 



«1 



i;' = ?^,A. 



Die übrigen Coeffidenten erfüllen nach Substitution dieser Werthe 
das System r 

v?'A' 



Ui 



»1 



= 0, 



«a'> 



= 0. 



«4'A — 

Der Verein dieser Gleichungen bedingt das. Verschwinden der 
Determinante derselben. Diese Determinante ist bis auf einen nicht 
versehwindenden Factor identisch mit 



Ui'Wg' 


«/'W 


«1 «2 


ww 


«2"Ms" 


«?'«?' 


Ms'«l' 


%"«l" 


«r«i" 



ihr Verschwinden zeigt an, dass die sechs Geraden einen Kegelschnitt 

berühren (Nr. 31). 

Hierauf gestützt beweist man leicht apagogisch die Umkehr: 
Die Verbindungsgeraden der Gegenecken jedes einem 

Kegelschnitte umscbriebenen Sechsecks gehen durch einen 

Punkt. 

5* 
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Mit Hülfe dieser vier Beweise fär den Pascal 'sehen und 
Br i an c hon 'sehen Satz gewinnt man den Nachweis der folgenden 
beiden Sätze. 

Wenn sechs Punkte sieh so zu einem Sechseck anordnen lassen, 
dass die Schnittpunkte der, drei Gregenseitenpaare in einer Geraden 
liegen, so besteht diese Eigenschaft für jedes Sechseck aus den sechs 
Punkten. 

Wenn sechs Geraden sich so als. Seiten eines Sech^^ecks ordnen 
lassen, dass die drei Verbindungsgeraden je zweier Gegenecken sich 
in einem Punkte schneiden , so besteht diese Eigenschaft für jedes 
Sechseck aus den sechs Geraden. , 

Denn wenn die beiden Voraussetzungen esrfüUt sind, so ist das 
(Brstere Sechseck einem Kegelschnitt eingeschrieben, ias letztere 
einem Kegelschnitt umschrieben. Da nun dann aber jedes beliebig 
angeordnete Sechseck der sechs Punkte oder der sechs Seiten einem 
•Kegelschnitte eingeschrieben, bez. umschrieben ist, so kann man die 
zweiten Theile des Pascal 'sehen und des Brian chon' sehen Satzes 
anwenden, — folglich sind die obigen Folgerungen richtig. 

Sechs Punkte oder Geraden geben 2. 3. 4. 5. 6 Permntationen. 
Dabei sind alle Sechsecke geometrisch identisch, deren auf einander 
folgende Ecken verschiedene Permutationen aus demselben Cyclns 
bilden, sowie die Umkehrungen derselben. Zu jedem Cyelus gehören 
sechs Permutationen, und da jede mit ihrer Umkehrung gleichbedeu- 
tend ist, so verbleibt der zwölfte Theil voif 2.3.4.5.6, d. i. 60 als 
Anzahl der verschiedenen Sechsecke. 

Die Eigenschaften der verschiedenen Geraden , in denen sich 
die Gegenseitenpaare dieser verschiedenen Sechsecke sehneiden, und 
der Punkte, durch welche die Verbindungsgeraden der Gegenecken 
gehen, werden besser durch rein geometrische Schlüsse abgeleitet; 
ihre Erörterung bleibt daher hier ausgeschlossen (siehe hierüber 
z. B. St ein er' 8 Theorie der Kegelschnitte , herausgegeben von 
Schröter). 

Ist ein Kegelschnitt einem Dreiecke eingeschrieben, 
so gehen die Verbindungsgeraden der Berührungspunkte 
mit den den berührten Seiten gegenüberliiBgenden Ecken 
durch einen Punkt. 

Ist ein Kegelschnitt einem Dreiecke umschrieben, so 
liegen die Punkte, in welchen die Seiten des Dreiecks von 
den Tangenten an den Gegenecken ffesehnitten werden, in 
einer Geraden. 

Diese Sätze sind zwar leicht auf den Pascal 'sehen und den 
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Bri an chon' sehen Satz zurückzuführen; da aber ihr selbstständiger 
Beweis sich sehr leicht führen lässt, so mag derselbe nicht uner- 
wähnt bleiben. 

Man wähle das umschriebene Dreieck zum Axendrcieci. Dann 
ist die Gleichung des eingeschriebenen Kegelschnitts: 

Die Gleichungen der Tang^ntialpunkte der Seiten sind: 

auf (?i: Pi = ai2tt2 + «13% = 0, 
auf 5^2 : -Pg^^ «latt] + «23M3 = 0, 

auf 5^3: P3 ^ «13^1 + «23«2 = 0. , 

Die drei Gleichungen : ' • , 

77i ^ «12«13«*l + «23-Pl = 0, 

TIa ^ «12 «23 «2 + «31-P2 = 0, * 

n^ = «23«31«3 + ai2-P3 = 0* ; 

stellen Punkte dar, welche beziehentlich auf den Geraden ^1 Pi, 
il.» P2» ^3 -Pa Hegen. Da nun die linken Seiten derselben identisch 
sind, so, liefern sio ein und denselben Punkt; es giebt daher in der 
That einen Punkt, der den drei Geraden A\ P^, Ai -P2» -A-ifi^. gepiein- 
sam ist. 

Ebenso beweist man den zweiten Satz. 



§. 6. 

Bestimmung eines Kegelschnitts durch fünf Punkt» und 

durch fänf Tangenten. ' 



I ' 



1. Wenn ein Dreieck für einen Kegelschnitt 4sich 
selbst conjugirt uod einem Viereck coDJugirt ist, so lie- 
gen entweder alle Ecken des Vierecks- auf »dem Kegel- 
scbnittv oder keine der Ecken; 

Denn die Gleichung des Kegelschnitts in Bezug auf das Dreir 
eck ist alsdann von der Form 

üiXl + a2a?2^ + »3«! = 0. 

Liegt die Ecke P\ des Vierecks auf dem Kegelschnitte und sind die 
Goordinaten derselben in Bezug auf dasselbe Dreieck Xitu so ist : 

, ... «i^u "f ^^21 + (h^ii = 0. 
Die Goordinaten Xjn der drei übrigen Ecken P, des Vierecks er- 
füllen die Proportion: 

Xu : ocii : xii = XiV: xii \ xix\ 
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mithin ist auch für jeden dieser Punkte 

a^Xu 4- «2^2? 4- f^H^si = 0; 
es liegen also alle auf dem Kegelschnitte, q. e. d. 

Wenn ein Punkt des Vierecks ausserhalb des Kegelschnitts 
liegt, so kann keiner der übrigen im Kegelschnitte enthalten sein; 
denn nimmt man an, einer derselben läge auf dem Kegelschnitte, so 
müssten nach dem obigen Beweise die anderen auch darauf liegen, 
was der Voraussetzung widerspricht. Wenn einer der Eckpunkte 
nicht auf dem Kegelschnitte liegt, so liegt demnach keiner von ihnen 
darauf. 

2. Wenn ein Dreieck für einen Kegelschnitt sich 
selbst conjugirt und einem Vierseit conjugirt ist, so be- 
rührt der Kegelschnitt entweder alle Seiten des Vierseits, 
oder keine derselben. 

Denn wird die Gleichung des Kegelschnitts 

von den Goordinaten Ujti einer Seite des Vierseits erfüllt, so genügen 
ihr auch die Goordinaten u^ (i = 2, 3, 4) der drei anderen Seiten, 
da ja 

Wii-d eine Seite nicht berührt, so kann nicht eine der übrigen 
berührt werden; denn sonst würden nach dem eben geführten Be- 
weise alle Seiten berührt werden, was gegen die Voraussetzung ist. 

3. Ein Kegelschnitt ist durch ein Dreieck, welches 
in Bezug auf den Kegelschnitt sich selbst conjugirt ist, 
und durch zwei Punkte oder zwei Tangenten im Allgemei- 
nen eindeutig bestimmt. 

Denn sind a?a, ^*2 die Goordinaten der Punkte, oder Uii,Uj^ die 
der Geraden in Bezug auf das gegebene l)reieck, so ist die Gleichung 
des Kegelschnitts, welcher die beiden Punkte enthält, bezogen anf 
das sich selbst conjugirte Dreieck: 



t*3? 



Wii : «21 : "31. 



X 



2 



Xi\ 



x^ 

xA 

^22 



^3 

xA 
xA 



0. 



Der Kegelschnitt, welcher die beiden Geraden tangirt und für wel- 
chen das gegebene Dreieck sich selbst conjugirt ist, hat die Gleichung: 



u{ 

uA 

W21 



^2 
««21 

Wal 



^3 

t«31 

«32 



= 0. 
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Diese beiden Gleichungen werden dann und nur dann unbestimmt, 
wenn 

a?u : ^1 : ^A = a?i2 : a?M : a^al, 
bez. tli*i : u^ : uii = u& : U2I : «32, 

weil dann die beiden Determinanten identisch verschvrinden. In 
diesem Falle gehören die beiden Punkte demselben dem Dreieck 
conjugirten Viereck, die beiden Tangenten demselben dem Dreieck 
coigugirten Vierseit an. 

4. Wenn zwei Vierecke demselben Dreieck conjugirt 
sind, so sind sie einem Kegelschnitt eingeschrieben. 

Wenn zwei Vierseite demselben Dreieck conjugirt 
sind, so sind sie einem Kegelschnitt umschrieben. 

Denn bestimmt man den Kegelschnitt, filr welchen das den 
beiden Vierecken bez. Vierseiten conjugirte Dreieck sich selbst con- 
jugirt ist, und welcher durch eine Ecke jedes Vierecks geht, bez. 
eine Seite jedes Vierseits berührt, so enthält derselbe auch alle übri- 
gen locken der Vierecke, bez. berührt auch alle übrigen Seiten der 
beiden Vierseite. 

Ö. Das Dreieck, welches einem Viereck conjugirt ist, 
ist für jeden dem Vierecke umschriebenen Kegelschnitt 
sich selbst conjugirt. 

Denn jede Seite des Vierecks trifft den Kegelschnitt in zwei 
£cken des Vierecks. In jeder der beiden Seiten, die sich in einer 
beliebigen Ecke des conjugirten Dreiecks schneiden, sind der Eck- 
punkt des Dreiecks und der Schnittpunkt der diesem Eckpunkte 
gegenüberliegenden Dreiecksseite mit den beiden Vierecksseiten den 
beiden Viereckspunkten harmonisch conjugirt; folglich ist jede Seite 
des Dreiecks die Polare der gegenüberliegenden Ecke, q. e. d. 

Das Dreieck, welches einem Vierseit conjugirt ist, ist 
für jeden dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitt sich 
selbst conjugirt. 

In jeder Dreiecksseite liegen zwei Ecken des Vierseits. Verbin- 
det man diese mit dem gegenüberliegenden Dreieckspunkte, so bil- 
den an jeder der zwei Ecken die letztere Verbindungslinie und die 
erstere Dreiecksseite mit den durch die Ecke gehenden zwei Vier- 
seitsseiten zwei harmonische Paare; folglich hat jede Dreiecksseite 
den gegenüberliegenden Eckpunkt zum Pole, q, e. d. 

6. Bestimmung der Parabeln durch vier Punkte. 
Man beziehe die vier Punkte auf das ihnen conjugirte Dreieck. 
Für die Parabel, welche die vier Punkte enthält, ist dieses Dreieck 
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äich selbst conjagiii, also hat die Parabel in Bezng auf dies Dreieck 
eine Gleichung der Form 

a) «i xf + «2 ^2 + ^ö ^3 = 0. 

Ist diese Gleichung so bestimmt, dass ihr einer der vier gegebe- 
nen Punkte genügt , so genügen ihr auch die anderen , nach Nr. 1 ; 
man kann daher einen ^Punkt 71 von den vier gegebenen hervor- 
heben und die anderen drei ganz ausser Betracht lassen, sobald man 
die Parabelgleichung in Bezug auf das Dreieck von der Form a) 
voraussetzt. 

Man denke sich den variabeln Punkt ,P der Parabel einen 
Augenblick festgehalten. Dann ist der durch 11 und P eindeutig 
bestimmte Kegelschnitt eine Parabel; die Coofficienten der Gleichung 
dieses Kegelschnitts erfüllen demnach die für Parabeln charakteri- 
stische Gleichung. Diese Bedingungsgleichung enthält nur die Coor- 
dinaten von IJ und P. Denkt man sich P nun wieder variabel, so 
enthält diese Gleichung die Bedingung dafür, dass P mit den vier 
Punkten 11 auf einer Parabel liegt. Diese erwähnte Bedingungs- 
gleichung muss demnach die Gleichungen der durch die vier Punkte 
gehenden Parabeln enthalten. 

Seien, um diesen Gedanken auszuführen, jt^ die laufenden Coor- 
dinaten in der Gleichung des durch 11 und P gelegten Kegelschnitts. 
Dann ist die Gleichung desselben 



K = 



cl k2 H 



X. 



X 



2 
3 
2 
3 



=^ 0. 



Setzt man 



Yi = 



xl 



xt 

2 
l 



wobei ikl ein Cyclus von 1, 2, 3 ist, so ist auch 

Die Bedingung dafür, dass dies eine Parabel ist, lautet: 

?1 + ?I + ?I = 0, 

?! Y2 n 

oder, um die Brüche zu beseitigen: 

b) giY^Ys + glvzYi + glriv^ = o. 

Man sehe in dieser Gleichung die Coordinaten von P als Yariabele 
an. Sie ist in Bezug auf dieselbe vom vierten Grade , enthält aber 
nur gerade Potenzen. Betrachtet man sie als quadratische Gleichung 
von x^x^x^, so lässt sich leicht nachweisen, dass die Discriminante 
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▼erschwindet t mithin die linke Seite von 6) in zwei Factoren zer* 
fallt, welche in Bezug auf x'lx^x^ linear sind. Man erhält diese 
Factoren, indem man die Gleichung b) z. B. in Rücksicht auf die 
Unbekannte x^ auflöst. 

Die entwickelte Gleichung b) lautet, mit (-r- 1) erweitert: 



9ni^=^ - Mu + am - 9nt)ii=o 



2 
2 



Die Discriminante dieser quadratischen Gleichung für x^ ist: 

[07,* ii' 4- sni - 9imu»i + 01*11' - 9!u + gm^^.^n' 

- 4 gntV, IßlkHM - (- 9nj + gUI 

-^ 9n!)i?^!^! + gnnxi 

Dieselbe lässt sich in folgendes Product umformen: 

d) (IM - l/^D*(?/li* + gH^ + g*JI - ^g'^gi^H! 

- ^glgimt - 2g!gnnD- 

Bezeichnet man die positive Wurzel des zweiten Factors mit r und 
kürzt ab 

gHx + 9^1 - giii -= "^ 
gn?-.9ili + g!^i=^ß, 

so sind die Wurzeln von c) 

*'- 2p*|||| 

Die beiden Factoren von c) sind demnach: 

e) [2gnHi^^ - (« + r)ax^ + (|3 - r) |.>/] [2 <,«|/||^i* 

- (« - r)^ixi + (ß + r)^ixi] = 0. 

Sehreibt man jeden Factor in der Form 

Äx^ 4- Bxi + Cxi = 0, 

SO sieht man mit Hülfe der Werthe von r, a und ß leicht, dass beide 
Factoren die charakteristische Eigenschaft der Parabelgleichung 
haben : 

Die Gleichung 

giY^Vz + glYzYi + glYir^ = o 

Yi =xUf - Äjffl 
stellt demnach die beiden Parabeln dar, welche sich im 
Allgemeinen durch die vier gegebenen Punkte TI legen 
lassen. 

Die beiden Parabeln werden imaginär, d. h. es lassen sich 
keine Parabeln durch die vier Punkte legen, wenn der zweite 



4 



74 Analytische Geometrie der Ebene. 

Factor von d) negativ ist; es giebt nur eine Parabel, wenn derselbe 
yerßchwindet. Dieser Factor ist identisch mit 

— i9l^l + 92^i + ö'sIsX^lll 4- 92^2 — ^3l3)tolll — 9ii2 

+ 9b^s){—9i^i + 92^ + 93^9) 

= J{J -i9iii){^ - 2öf2&)(^ — 2(73«3). 

Unter den vier Punkten tl ist immer einer im Innern des 
Dreiecks gelegen, wie aus den Erörterungen über das yollstandige 
Viereck hervorgeht. Dies sei der Punkt Tl (was ohne Beschränkung 
angenommen werden kann). 

Von den drei letzten Factoren kann dann höchstens einer nega- 
tiv oder Null sein, denn die Summe je zweier ist positiv. 

Aus den Formeln fiir die Coordinaten der Ecken eines Vierecks 
in Bezug auf das conjugirte Dreieck geht hervor, dass jeder der 
drei übrigen Punkte zwei positive und eine negative Goordinate hat, 
wenn die drei DiflFerenzen 

^ — 2^,1, 

sämmtlich positiv sind. Ist hingegen eine negative darunter 

^ — 2^.^.<0, 

so hat Pi zwei negative und eine positive Goordinate, während Pt 
und Pi zwei positive und eine negative haben. 

Hat nun jeder Punkt Pf zwei positive und eine negative Goor- 
dinate, so liegt Pi auf der Geraden AiTI ausserhalb des Dreiecks,, 
so dass die Reihenfolge der Punkte ist: AiTIPi, 

Hieraus folgt weiter, dass Ai in dem Winkel P^UPi liegt. Da 
nun PiAi und 77 auf einer Geraden liegen und die Reihenfolge 
AiIlPi haben, so folgt, dass 77 und Pi auf derselben Seite der Gera- 
den Pi Pt liegen. Wendet man dies für die drei Punkte Pi P2 P3 
an, so findet man, dass keine der Seiten des Dreiecks P1P2P3 zwi- 
schen 77 und der gegenüberliegenden Ecke hindurchgeht. Demnach 
muss 77 im Innern des Dreiecks Pi P^ P-s liegen. 

Man sieht leicht, dass diese Betrachtungen umkehrbar sind: 

Liegt einer von den vier gegebenenPunkten im Innern 
des von den drei anderen gebildeten Dreiecks, so sind die 
drei Differenzen 

J—2gil, i=l, 2, 3 

für den eingeschlossenen Punkt positiv. 

Denn ist P4 im Dreiecke Pi P2 -P3 gelegen , so sind die Ecken 
Ai des conjugirten Dreiecks die Schnitte der Geraden P,- P4 mit der 
Seite PiPi des Dreiecks Pi P2 P3. Hieraus folgt, dass P,- im posi- 
tiven Winkel At A Ai und ausserhalb des Dreiecks Ax A^ -is gelegen 
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ist; mithin sind zwei seiner Coordinaten in Bezug auf das conjugirte 
Xhreieck positiv, eine negativ. Leitet man nun die Coordinaten von 
JP« aus denen von P4 nach den gegehenen Formeln ah, so folgt, dass 
die Bifierenzen 

wenn |,- die Coordinaten von P4 sind, sämmtlich positiv sind. 

Diese Ümkehrnng und der directe Satz heweisen, dass keiner 
▼on den vier Punkten im Innern des Dreiecks der drei 
anderen Punkte gelegen ist, wenn für den im Innern des 
conjugirtenDreiecks gelegenen Punkt eine der Differenzen 

negativ ist; und umgekehrt: 

Wenn keiner der vier Punkte im Innern des Dreiecks 
der drei anderen liegt, so ist eine der Differenzen 

J — 2giti 
für den Punkt im Innern des conjugirten Dreiecks negativ. 

Ißt nun aher eine dieser Differenzen negativ, so ist r^ positiv ; 
sind hingegen sämmtliche drei Differenzen positiv, so ist r' negativ. 

Hieraus folgt der Satz: 

Durch vier Punkte lassen sich zwei Parabeln legen 
oder keine, je nachdem keiner von den vier Punkten im 
Innern des von den drei anderen gebildetenDreiecks liegt 
oder nicht. 

Versehwindet eine der Differenzen 

so ist Pi der unendlich ferne Punkt der Geraden i4,/7; und um- 
gekehrt : 

Ist einer von den vier Punkten unendlich fern und die Rich- 
tung gegeben, in der er liegt, so gehen drei von den sechs Seiten 
des Vierecks der gegebenen Richtung parallel; für den im Innern 
des conjugirten Dreiecks gelegenen Punkt verschwindet dann eine 
der Differenzen 

^ ~ 2^,|r. 

Hieraus folgt: 

Durch drei endliche und einen unendlich fernen 
Punkt lässt sich immer und nur eine Parabel legen. 

7. Bestimmung der Parabel durch vier Tangenten. 

Demselben Gedankengange, wie in voriger Nummer, folgend, 
stelle man die Bedingung dafür auf, dass der Kegelschnitt, welcher 
ausser den gegebenen Geraden X Ti T^ T^ noch eine willkürliche 
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fünfte T berührt, eine Parabel ist. Diese Bedingungsgleichung', ent- 
hält ausser den Coordinaten der gegebenen Tangenten noch die der. 
angenommenen fünften. Denkt man sich nun die «letztere variabel 
und ihre Coordinaten gemäss der Bedingungsgleichung, gewählt , .so. 
berührt diese Tangente immer eine der die vier anderen berühren- 
den Parabeln; es müssen daher die Gleichungen dieser Parabeln in 
der erwähnten Bedingnngsgleichung enthalten sein. 

Nimmt man das den vier gegebenen Geraden coiyugirte Di'ei- 
eck aum Axendreieck, so hat der durch die fünf Tangenten. 2 2i T^ Tz 
und T bestimmte Kegelschnitt eine Gleichung von der Form 

Es genügt, die Gleichung so zu bestimmen, dass sie von den 
Coordinatenn von % erfüllt wird; denn es genügen ihr dann auch die 
Coordinaten der übrigen Seiten des Vierseits % T\ T^ Ig-i 

Der Kegelschnitt, welcher die fünf Geraden % Ti T^ T^ berührt, 
hat demnach die Gleichung: 



11.^ U. 






2 






u 

u 



2 

8 

2 

3 

2 

3 



0. 



Die Bedingung dafür, dass dies eine Parabel ist, lautei 

oder nach den Coordinaten von T geordnet : 

f) (u| - u,^ < + (uf - uD «I + (ul - u^ui = 0. , 

Die Coefficientensumme dieser Gleichung ergiebt in der That 
das Kennzeichen der Parabelgleichung: 

(u| - u|) + (n^ - u|) + (u,^ - vil) = 0. 
Hieraus folgt: 

PjS giebt. immer eine und nur eine Parabel,, welche 
vier gegebene Gerade berührt. 

8. Bestimmung der Art des Kegelschnitts» welcher 
fünf gegebene Punkte enthält. 

Man beziehe den Kegelschnitt auf ein Dreieck , welches zu vier 
von den Punkten conjugirt ist. Die Coordinaten eines diester vier 
Punkte in Bezug auf dieses Dreieck seien |i I2 Ss > die Coordinaten 
des fünften Punktes ^ihh» Alsdann ist die Gleichung des Kegel- 
Schnitts durch diese fünf Punkte : 



X 



g) 



X, 



Xn 



?1 



C2 CS 
*2 fc2 

§2 ' ©3 



==0, 
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oder: 

h) yix^ + y2ix^2 + V^^z = ö» 

wenn y, = ^IS? — icf^l, und ihl ein Cyclus von 12 3. 

Die Coordinaten Xi X2 X3 des Mittelpunktes , deren Vorzeichen 
über die Natur des Kegelschnitts entscheiden, sind 



i) Xi == 



Da nun 







9? 










Vi 
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Vi 




Vs 



g? Vk Vi 



giYQVs + 92 7^71 + ginri 



f. - 88(1 - !)■ 



80 hängt das Vorzeichen yon yt nur von dem des zweiten Factors 
ab. Da femer die Summe dieser' zweiten Factoren von yi,.y2 und 
T'a identisch verschwindet, so folgt, dass unter demselben stets ein 
negativer und ein positiver torhacden sind. Demnach sind unter 
den Producten 

yara, nyii yir2 

immer zwei negative und ein positives. 

Die Natur des Kegelschnittes ' hängt demnach nur vom Vor- 
zeichen des Polynoms ' 

k)' ' Pinr» + girs?! + ginn 

ab. tst dasselbe positiv, so haben zwei Coordinaten des Centrums 
negative Zeichen, die dritte ist positiv; mithin ist der Kegelschnitt 
eine Ellipse. Jst hing^en das Polynom k) negativ, so sind zwei 
Coordinaten des Centrums positiv, die dritte negativ , und dann ist 
der Kegelschnitt eine Hyperbel. 

Giebt es nun unter den fünf gegebenen Punkten vier, die so 
beschafiPen sind, dass einer von ihnen im Dreieck der drei anderen 
liegt, so wähle man das diesen vier Punkten conjugirte Dreieck als 
Axendreieck. Da durch diese vier Punkte keine Parabel möglich 
ist, so wird das Polynom k) für keinen Punkt der Ebene Null, kann 
daher auch nicht in zwei verschiedenen Punkten ^(jr*) verschiedene 
Vorzeichen habend 

Da nun k) für den Punkt A\^ d. i. für j:< = j^j = sich auf 

-9nniti 

reducirt, so ist demnach k) für alle Punkte der Ebene nega- 
tiv. Hieraus folgt: 

Wenn von vier der gegebenen Punkte einer im Drei- 
eck der drei anderen liegt, so ist durch jeden fünften 
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Punkt, wo auch immer derselbe gelegen ist, eineHyperbel 
bestimmt. 

Oder: Wenn sich durch vier Punkte ^keine Parabel 
legen lässt, so sind alle durch dieselben gelegten Kegel- 
schnitte Hyperbeln. 

Wenn sich unter den fünf Punkten nicht vier solche befinden, 
von denen einer im Dreiecke der drei anderen liegt, so gelten fol- 
gende Unterscheidungen: 

Liegt einer der fünf Punkte unendlich fern, so beziehe man 
den Kegelschnitt auf ein Dreieck, dessen conjugirtes Viereck den 
unendlich fernen Punkt als Eckpunkt enthält. Dann ist das Poly- 
nom k) ein negatives Quadrat, also für alle Punkte ic^ negativ; mit- 
hin ist durch je vier im Endlichen gelegene und einen 
unendlich fernen Punkt stets eine Hyperbel bestimmt. 

Ist keiner der fünf Punkte unendlich fem und keiner inner- 
halb des Dreiecks von dreien derselben, so beziehe man den Kegel- 
schnitt auf das Dreieck , welches zu irgend vier Punkten unter den 
fünf conjugirt ist, und construire die beiden durch diese vier Punkte 
bestimmten Parabeln. 

Keine dieser Parabeln geht ins Innere des von den vier Punk- 
ten gebildeten convexen Vierecks; denn hätte eine Parabel einen 
Punkt n im Innern dieses Vierecks, so könnte derselbe nicht auf 
einer Diagonale liegen — da diese sonst drei Kegelschnittspunkte 
enthalten würde — , läge also in dem einen von drei Punkten der 
Parabel gebildeten Dreiecke; dies ist aber unmöglich. 

Die Fläche des convexen Vierecks liegt demnach im Innern 
beider Parabeln. Da nun innerhalb des convexen Vierecks immer ein 
und nur ein Eckpunkt des dem Vierecke conjugirten Dreiecks liegt, 
so befindet sich demnach diese Ecke im Innern beider Parabeln. 
Für dieselbe ist, wie für jede Ecke des Axendreiecks, das Polynom k) 
negativ. 

Um aus diesem Bereich in eines der vier Ebenenstücke (zwei 
einseitig offene und zwei sichelförmige) zu gelangen, welche von 
der einen Parabel aus- , von der andern eingeschlossen werden, 
muss man die eine Parabel mindestens einmal überschreiten. Da- 
bei wechselt der eine Factor von k) sein Zeichen, der andere nicht. 

Für alle Punkte demnach, die von der einen Parabel aus- und 
von der andern eingeschlossen sind, ist das Polyncnn k) positiv. 

Um hingegen aus dem erstem Bereiche zu einem von beiden 
Parabeln ausgeschlossenen Punkfe zu gelangen, muss man beide 
Parabeln überschreiten ; dabei wechseln beide Factoren von k) ihr 
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Zeichen, das Zeichen des Products beider, d. i. des Polynoms k), ist 
demnach unverändert negativ. 

Hieraus folgt der Satz: 

Wenn keiner der fünf Punkte innerhalb des Dreiecks von dreien 
derselben liegt, so construire man die beiden durch vier dieser 
Punkte bestimmten Parabeln. Ist der fänfte Punkt von beiden 
Parabeln ausgeschlossen, so ist durch die fünf Punkte eine Hyperbel 
bestimmt. Ist hingegen der fünfte Punkt von einer Parabel ein-, 
von der andern ausgeschlossen, so ist durch die fünf Punkte eine 
Ellipse bestimmt. 

9. Bestimmung der Art des Kegelschnitts, welcher 
fünf gegebene Gerade berührt. 

Man bestimmt die Gleichung des Kegelschnitts in Bezug auf 
das au vier von den fünf Geraden conjugirte Dreieck. Eine von 
diesen vier Geraden hat lauter positive Coordinaten; dieselbe heisse 
T und habe die Coordinaten Vi v^ %. Die Coordinaten der fünften 
Geraden % seien 11;^ Dann ist die Gleichung des durch die fünf 
Geraden bestimmten Kegelschnitts 



= 0. 



Oder: 

wenn y,- = u?f;? — w?t;f, ilzl ein Cyclus von 12 3. 

Die Coordinaten des Mittelpunkts dieses Kegelschnitts sind: 
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«f 
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fl 


fl 



ythj, 



m) aJ* = — , , 

yi + ^2 + Yz 

Der Nenner wird Null für die Tangenten der durch die ersteren 
vier Geraden bestimmten Parabel. Für die Coordinaten aller die 
Parabel schneidenden Geraden erhält er ein und dasselbe Zeichen; 
für alle die Parabel nicht schneidenden Geraden erhält er das ent- 
gegengesetzte Zeichen. 

Da nun, wie bei jedem Kegelschnitt so auch hier, zwei Seiten 
des sich selbst conjugirten Axendreiecks die Parabel schneiden, die 
dritte ausserhalb liegt, so werden demnach die beiden Seiten die 
Parabel schneiden, durch deren Coordinaten das Trinom 

n) yi + ^2 + Y'6 

Werthe mit demselben Vorzeichen erhält. 

Setzt man nun nach einander die Coordinaten der drei Seiten in 
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so erhält man , wenn Gi .Q2 ^s die Seiten des Axendreieeks be- 
zeichnen : 

fiir Gi: Yi + 72 + ys=^ rtf(v^ — v^ 
o) „ 02^ yi + 72 + Ys = «2 («^1 — ^?) 

n G-y. Yi + Y2 + Ys^ niiv^ — ^2^, 

Man überzeugt sich leicht, dass von diesen drei Ausdrücken o) 
derjenige ein von den anderen abweichendes Zeichen hat, welcher 
die der Grösse nach mittlere von den drei Coordinäten t> nicht 
enthält. 

Man denke sich nun Vi v^ V3 der Grösse nach geordnet, was un- 
beschadet der Allgemeinheit geschieht, so dass «|.lso 

/ 
Dann liegt demnach G<i ganz ausserhalb der Parabel, während G\ 

und G^ die Parabel schneiden. Da ferner 

SO folgt, dass für die Coordinäten aller ausserhalb der Parabel lie- 
genden Geraden das Trinom 

Yi + Y2 -\r Yz 

positiv ist, für alle Parabelsecanten hingegen negativ. 

Hieraus folgt weiter: 

Schneidet die Gerade % die Parabel nicht und ist für dieselbe 
unter den Grössen y,- eine negative und zwei positive, so ist der 
Kegelschnitt der fünf gegebenen Tangenten eine Hyperbel; sind 
hingegen zwei der y,- negativ, so ist durch die fünf Tangenten eine 
Ellipse bestimmt. 

Schneidet hingegen % die Parabel, so ist der Kegelschnitt der 
fünf Tangenten eine Hyperbel oder Ellipse, je nachdem zwei von 
den Yi oder nur eine y negativ ist. 

Es kommt nun noch darauf an, aus der Lage der fünften Tan- 
genten gegen die übrigen vier zu entscheiden, welche Vorzeichen 
die Yi haben. 

Zu diesem Zwecke stelle man die Gleichungen der vier ersten 
Tangenten auf und berechne die Coordinäten- ihrer Schnittpunkte. 

Es sind die Coordinäten 
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Demnach sind die Gleichungen dieser Geraden: 

V '•1 % Ä8 

P) 

Die Gleichung von % ist 

cf Ui I Uj , U3 - 

X = r- a?i + T- ^2 + 7- a?3 = 0. 
/»i /I2 »3 

Aus den Gleichungen p) lassen sich die Coordinaten der 
Schnittpunkte der vier Geraden T Ti T^ T3 herechnen. Man erhält 
för die Coordinaten 

Xi X2 Xz 

des Schnittes von 

1) T undTi: 0, — Äg, A3; 

V2 — V3 1^2 -— Vz 

2) T „ T,: —^»1, 0. -r-^*»; 

5) Ti „ T3: T-XV^' ^' r^V*»' 

«3 + «'i t^a + t'i 

6) Tg ^ T3: 0, -^— Ä2, ^ ^. 

t73 + f?8 '' t;2 + »3 

Diese Werthe setze man in die Gleichung von % ein ; hezeichnet 
man das Suhstitutionsresultat des Schnittpunktes T T^ in X mit 11^^^ 
sowie das des Schnittpunktes Tt Ti in % mit //ju; so erhält man fol- 
gende Resultate : 

Vg V3 1^2 ''s 

q) JT« . JIx3 = - -r^, Wfx* - «,'fa') = - rs4v« 

t;, V^ ^3 t?! 

Heger, AnalytiBche Geometrie. Q 
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Die Vorzeichen der y hängen gemäss diesen Formeln mit den 
Vorzeichen zusammen, welche das Polynom % erhält, wenn man die 
Coordinaten der sechs Punkte des Vierseits der vier ersten Tangen- 
ten substituirt. 

Substituirt man in die Gleichung einer Geraden die Coordina- 
ten zweier Punkte, so haben die Eesultate dann und nur dann 
gleiche Zeichen, wenn die beiden Punkte auf derselben Seite der 
Geraden liegen; sie haben hingegen ungleiche Zeichen, wenn die 
beiden Punkte auf verschiedenen Seiten der Geraden liegen. Im 
erstem Falle ist das Product der beiden Substitutionsresultate posi- 
tiv, im letztern negativ. 

Bezeichnet man den Schnitt von T und T,- mit P*,-, den von 
Tii und Ti mit P^,-, und bemerkt man ferner, dass von den Diffe- 
renzen 

'^l — '^l^ ^2 — ^8 » ^i — ^? 

nur die letzte positiv ist, so erhält man folgende geometrische Deu- 
tung der Vorzeichen der y: 

Ist yi > 0, ys >> 0, so liegen von den vier Punkten P41, Pas, 
-P43J-P21 entweder je zwei auf einer Seite von %, oder alle vier auf 
derselben Seite. 

Ist yi > 0, ya < 0, oder yi < 0, yg > 0, so liegen drei die- 
ser Punkte auf der einen, der vierte auf der andern Seite von 2^. 

Ist yi <; 0, ys < Ö, so liegen auf jeder Seite von 3^ zwei der 
vier genannten Punkte. 

Ist ferner ya > 0, so ist 17^2 '^n negativ, mithin liegt auf 
jeder Seite von X einer der beiden Punkte P42 und P13 ; ist hin- 
gegen y« < 0, so ist n^2 «^18 positiv, also liegen dann die beiden 
Punkte P42 Pi3 anf derselben Seite von X, 

Berücksichtigt man, dass unter den Grössen yi y^ y^ immer eine 
positive und eine negative ist, so erhält man für die sechs möglichen 
Fälle der Vertheilung der Vorzeichen das Ergebniss : 

Sind zwei der y positiv, so liegt stets eine ungerade Anzahl 
der sechs Punkte auf derselben Seite von X; sind hingegen zwei der 
y negativ, so liegt eine gerade Anzahl dieser Punkte auf derselben 
Seite von 3^. 

Hierdurch gewinnt nun die oben gegebene Entscheidung über 
die Natur des Kegelschnitts geometrische Anschaulichkeit ; alles hier 
Erörterte zusammenfassend, erhält man: 

Um über die Natur eines durch fünf Tangenten be- 
stimmten Kegelschnitts zu entscheiden, construire man 
die durch vier derselben bestimmte Parabel. Berührt die- 
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selbe auch die fünfte Tangente, so ist die Parabel der ge- 
suchte Kegelschnitt. 

Schneidet die fünfte Tangente diese Parabel nicht, so 
ist der Kegelschnitt eine Hyperbel oder Ellipse, je nach- 
dem eine ungerade oder eine gerade Anzahl der sechs 
Schnittpunkte der vier Parabeltangenten auf derselben 
Seite der fünften Tangente liegt. 

Schneidet die fünfte Tangente die Parabel, so ist der 
Kegelschnitt eine Hyperbel oder Ellipse, je nachdem eine 
gerade oder eine ungerade Anzahl jener sechs Punkte auf 
derselben Seite der fünften Tangente liegt. 



6* 



Analytische Geometrie des Raumes. 



§•1. 

Homogene Coordinaten des Punktes und der Ebene. 

1. Unter den homogenen Coordinaten eines Punktes 
versteht man die Abstände Xi (k = 1, 2, 3, 4) von den vier 
Flächen eines Tetraeders, des Axentetraeders. 

Man rechnet die Coordinaten positiv, wenn sie ins Innere des 
Tetraeders gerichtet sind, im Gegenfalle negativ. 

Bezeichnet man mit g^ den Inhalt der Tetraeder fläche, zu wel- 
cher a?x- normal ist, und mit ^ das dreifache Volumen des Tetrae- 
ders, so erfüllen die Coordinaten eines Punktes die Gleichung 

^9k<ßk ^ 9iXi + 5^2 a^2 +93^3 + 9i^i ^ ^' 

2. Durch je vier mit Vorzeichen behaftete Strecken x^y welche 
der Gleichung 2J gii.Xk = zf genügen (wobei Ä, wie immer zukünftig, 
wenn nicht das Gegentheil bemerkt wird , 1,2,3 ode^ 4 bedeute), 
ist ein Punkt eindeutig bestimmt, der xi zu Coordinaten hat. 

3. Transformation aus einem orthogonalen in ein homogenes 
System. 

Die Gleichung der Ebene g^ im orthogonalen System sei 

ajkOO 4- hy + Ci^ = 1. 

Der Ursprung hat den Abstand von gt: 

_ 1 

'* - Yal + hl + ci 

Diese Wurzel werde immer positiv gerechnet. 

Durch den Punkt P' mit den Coordinaten x\ y\ f/ lege man 
eine Parallelebene zu gj^ ; dieselbe hat die Gleichung 
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^ajtx + (ihjty + iictz = 1, (i = 



Demnach hat der Ursprung von dieser Ebene den Abstand 

• * ValJ^hl + cl' 

Dieser Ausdruck ist positiv für alle Punkte P*, welche auf der 
gjt zugewandten Seite der durch den Ursprung zu g^ gelegten Pa- 
rallelebene liegen, negativ für die Punkte, welche durch die Parallel- 
ebene von gk getrennt werden. Demnach ist e^ — ß* der Abstand 
von P' nach ^*, und zwar mit dem positiven Vorzeichen für alle 
Punkte, welche mit dem Ursprung auf derselben Seite von g^ liegen. 

Bedeutet s^ die positive oder negative Einheit, je nachdem die 
gleichbezifferte Coordinate des Ursprungs positiv oder negativ ist, 
so werden demnach die homogenen Coordinaten eines Punktes incl. 
Vorzeichen aus den orthogonalen abgeleitet durch die vier Gleichungen 

1 -- (atx 4- hjty 4- CjZ) 

Xk = tu ^ / = • 

y«! + bi + ci 

Löst man diese vier Gleichungen nach x^ y^ z auf, so lassen 
sich dieliösungen als homogene lineare Functionen der ic* darstellen. 

Hiemach erfolgt die Transformation aus orthogonalen Systemen 
in homogene durch nicht - homogene lineare, die aus homogenen in 
orthogonale oder aus homogenen in homogene durch homogene 
lineare Substitutionen. 

4. Bezeichnet Ak die gjc gegenüberliegende Tetraederecke, Ä^ 
die Höhe auf 5^4,^(70 den Mittelpunkt, Q den Radius der vom Te- 
traeder umschlossenen eingeschriebenen Kugel, Ct den Mittelpunkt, 
Q]t den Radius der eingeschriebenen Kugel, welche g^ von Aussen 
berührt, S den Schwerpunkt des Tetraeders, so sind die homogenen 
Coordinaten 
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Ö. Unter den homogenen Goordinaten einer Ehene 
versteht man die Quotienten Uk aus den Ahständen der 
Ehene von den vier Ecken Äjt eines Tetraeders und dem 
Abstände von einem willkürlich gewählten Fixpunkte C 

Man rechnet Um positiv, wenn At und C «auf derselben Seite 
der Ebene gelegen sind, im Gegenfalle negativ. 

6. Bezeichnen u, v^ to die orthogonalen Plancoordinaten der 
variabeln Ebene, a^, ß^, y^ die orthogonalen Coordinaten der Te- 
traederecke Ät, 80 sind unter Benutzung der Entwickelungen von 
3) die homogenen Plancoordinaten aus den orthogonalen abgeleitet 
durch die vier Formeln 

ujt = l — atu — ßkV — yjtw. 

Löst man dieses System nach u^ t;, w^ so erhält man homogene 
lineare Functionen der Uk\ bildet man das System 

= (1 — w*) — aiu — ßicV — yuw, 

so muss die Determinante desselben verschwinden. 

Bezeichnet rj^ die Coordinaten von 0, so liefert diese Deter- 
minante die Gleichung 

HgurtUk ^ gifiUi -f ^2*'2W2 + gzTzU^ + 9iU^A = ^' 

7. Je vier reelle Zahlen %, welche der Gleichung 

SgurtUk = ^ 

genügen, bestimmen eine Ebene eindeutig, deren Coor- 
dinaten sie sind. 

Denn alle Ebenen, welche dieselbe Coordinate u^ besitzen, um- 
hüllen den Punkt, der die Strecke ÄtC im Verhältniss ( — t#*)theilt, 
wenn man inneren Theilpunkten ein positives, äusseren ein nega- 
tives Theilverhältniss zuschreibt. 

Die eindeutig bestimmte Ebene , welche -4i C, .42 0, -^3 C in 
den Verhältnissen ( — t*i), ( — M2), ( — u^) theilt, hat tti, Uq, u^ zu 
auf ^1 , Ä2t As bezogenen Coordinaten ; da nun die gegebenen u^ 
die Gleichung Sgkfk'^i = ^ erfüllen, so kann u^ von der auf Ai 
bezogenen Coordinate nicht verschieden sein, q. e. d. 

8. Die in 6) aufgestellten Transformationsformeln lehren: Die 
Transformation aus einem homogenen System von Plancoordinaten 
zu einem orthogonalen erfolgt durch nicht homogene lineare Sub- 
stitutionen ; die reciproke Transformation, sowie die Transformation 
aus einem homogenen in ein anderes erfolgt durch homogene lineare 
Substitutionen. 



Die Gleichung der Ebene und des Punktes. 
9. Die (Koordinaten der Tetraederflächen sind 
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§.2. 
Die Qleichung der Ebene und des Punktes. 



1. Gleichung der Ebene. Transformirt man nach §. 1 aus 
dem orthogonalen in ein homogenes System, so geht die Gleichung 
der Ebene über in eine nicht homogene, lineare Gleichung zwischen 
den homogenen Coordinaten des variabeln Punktes. Multiplicirt 
man das Absolutglied derselben mit 

^l^^l + ^2^2 + 98^3 + ffi^4. ( ,x 

so geht die Gleichung in die Form über : 

«1% + 0>lOli2 \ «3% + Öt4^4 = 0. 

Umgekehrt kann man jede solche Gleichung durch die reci- 
proke Substitution in eine lineare Gleichung zwischen orthogonalen 
Coordinaten verwandeln. Hieraus folgt: 

Die Gleichimg einer jeden Ebene lässt sich als homogene lineare 
Gleichung zwischen den homogenen Punktcoordinaten darstellen, 
und jede homogene lineare Gleichung zwischen den homogenen 
Punktcoordinaten repräsentirt eine Ebene, die durch die vier Con- 
stanten derselben eindeutig bestimmt ist. 

2. Die Ebene, welche die drei Punkte x\, Xjt, a?i" enthält, hat 
zur Gleichung: 



Xi X2 (H ÄJ4 

Xi (ß2 ^Z ^4' 

Xi X2 x$ x^ 



Xi X^ Xz 



Xi 



in 



= 0. 



^ 



kaa^rti^^Aat C « m^eftö i- 1^ SLüsbhs.. 



%^ L*iri*izs Siat xwei Z*x1*h: ä', 2' *.i c*w»a.Ii, da$« 






r^r 






r . r. 




ScPKiEsm Xs is der ITiafi <^ C<>^ 
t; dae EfccK 1^1^/7 bat mt GLeidu 



X* 



Xl I 



= 0. 



x/ x/ X,' x/ t _ ., 

Xr X,"' X:i* X/ S 

& £f Is £< i 

Denabem wird dnrA die Cootdiaaten tob J* gug gt, den» 

UV^i"*!* l'Xf'^iTrJ' i'x,'-*'^" IV -^i"'/ 
y X,' X,' x/ 

X," X," X," X4" 

!• It & li 

Da JI willkülücb ist, so ibigt Idermos, daas jede Ebene durch 
I^I^ zogkfidi P enthalt; folglich liegt P auf P^P'. 

TTzasSonrnTt man in ein anderes homogenes Sjstem nnd haben 
P^P^P in demselben die Coordinaten S^Jd^Ti ^^ ^ nach §. 1, 3 

Die AbleüiingBcoefficienten l'k" sind demnadi unabhängig Ton 
der Wahl des CooTdinatenny stems , können also nur Ton der gegen- 
seitigen Loge der drrä Punkte abhangen. 

Tnuufimnirt man nun in ein System, weldtes P^ und P" ak 
Ychpottikie enthalt, und sind die von P^ und P^ auf die Gegen- 
fliehen gelallten Lotfae beziehentlich hj und As, so sind die Coordi- 
naten Tcm P'P" P in diesem System: 

furi^: hl 
P": Ä, 
P: l'hi rhi 
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Demnach verhält sich 

P'P: jP'F'' : PP"' = k'' : 1 : k\ 

q. e. d. 

Für jeden Punkt von P'P"giebt es hiernach ein und nur ein Coef- 
ficientenpaar A' nnd A" = 1 — A', durch welches seine Coordinaten 
aus denen von P' und J?" auf die hier durchgeführte Art abgeleitet 
werden können. 

Wenn von vier Punkten P, P", P"', P*^ die Coordinaten zweier 
derselben aus denen der anderen beiden durch Coefficienten A', A", 
fi', fi" abgeleitet werden nach 

4" = X'xi + V'x'l, V + A" = 1, 

xr=\i!o^'k + ^"^i', v! + f*" = l, 

und es ist 

A' : r = - (^' : ^"), 

SO bilden die vier Punkte eine harmonische Reihe, und zwar 
sind die Paare P P^ und P^'P'^ harmonisch conjugirt. 

4. Lehrsatz: Sind drei Zahlen A', A", A'" so gewählt, 

dass 

A' + A" + A'" = 1, 

und leitet man die Coordinaten X]^ eines Punktes P aus 
den Coordinaten a?i, a;?, a;i" dreier nicht in einer*Geraden 
gelegenen Punkte P', P", P"' durch die vier Gleichungen 

Xu = A'^ri + A"4' + A"V", 

so liegt P auf der Ebene p p' p*' und ist das Centrum 
dreier in den Punkten P^^ wirkenden Parallelkräfte von 
beziehentlich A^*^ Einheiten, wobei ein Unterschied der 
Zeichen als Unterschied der Kraftrichtung zu deuten ist. 

Beweis. Die Strecken x^ sind die Coordinaten eines Punktes, 
denn sie erfüllen Sg^x^ = z/. 

Der durch sie bestimmte Punkt P liegt auf PP' P'\ denn 
seine Coordinaten genügen der Gleichung dieser Ebene [2)]. 

Seien Z* Zi, ZJ, Zi" die Coordinaten von ppp'p'' meinem 
andern homogenen Systeme , so werden , infolge der homogenen 
linearen Transformationsformeln die Z* aus den Z*, Zi', Zi" mit 
HiKe derselben Coefficienten in derselben Weise abgeleitet, wie die 
Xt aus den a?i, xH, xl'\ Die drei Ableitungscoefficienten können 
demnach nur von der gegenseitigen Lage der vier Punkte abhängen. 

Sei n der Punkt, welcher P'P" im Verhältniss A'" : A" theüt, 
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so ist 



S* — 1// I ifff i 



und 



A" + r" ' r + A"' 



Mithin theilt P die Strecke P' H im Verhältniss (A" + A'") : A', q. e. d. 
Jeder Punkt der Ebene p pf' p"' kann demnach in dieser Art 
durch eine und nur eine CoefQcientengruppe V k" k'" abgeleitet 
werden. 

5. Lehrsatz: Wählt man vier Zahlen A', A", A"', A'^ so, 

dass 

A' + A" + A'" + A^^ = 1, 

so lassen sich die Coordinaten Xjc jedes Punktes aus den 
Coordinaten ici, x'i^ x'i\ xY von vier nicht in derselben 
Ebene gelegenen Punkten P', P", P"', P"^ durch die vier 
Formeln ableiten: 

xt = A'a;i + ^"4' 4- ^'"4" + ^'''xl\ 

Der so bestimmte Punkt ist das Centrum von vier in den 
Punkten P^*^ wirkenden Parallelkräften von beziehentlicli 
AW Einheiten. 

Beweis. Die Strecken Xt erfüllen Zlg^Xjc = ^, sind also in 
der That vier Coordinaten eines Punktes. 

Construirt man den Punkt TT nach den Formeln 

^* = i" + i" + r ^^"''* + ^"''^' + ^" ''"'>' 

SO erhält man P aus P' und TI durch 

a^, = A'4 + (A" + r' + A'^)|,. ' 

Also theilt P die Strecke P'TT im Verhältniss 

PP:Pn = (A" + A'" + r^) : A', 

ist also das Centrum der Kraft A' in P und der in ihrem Centrum 
n vereinten Kräfte A" in P", A'" in P"', l'^ in -P'^ q. e. d. 

6. Sind T' und T'* die Polynomien in den Gleichun- 
gen zweier Ebenen, und fi', ft" zwei beliebige Zahlen, so 
geht die Ebene, deren Tetranom Taus T' und T" nach der 
Formel zusammengesetzt wird: 

T=ft'T' + /i"T", 

durch die Gerade (I^T")» imd umgekehrt. 
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Beim jeder Punkt, welcher die beiden Polynomien T' und T" 
annullirt, erfüllt die Gleichung 

T= 0. 

7. Sind T', T", T'" die Polynomien in den Gleichun- 
gen dreier, nicht dieselbe Gerade enthaltenden Ebenen, 
undfi'', ft", fi'"drei willkürliche Zahlen, so geht jede Ebene, 
deren Polynom T aus den gegebenen durch die Formel 
abgeleitet wird: 

durch die Ecke T'T'T"', und umgekehrt. 

Denn der Punkt, für welchen zugleich T' T*' f*' annullirt wer- 
den, erfüllt die Gleichung 

T== 0. 

Um die ümkehrangen von 6) und 7) zu beweisen, bemerke 
man zunächst, dass, wenn T' T" T'* dieselbe Gerade enthalten, für 
jede beliebige Wahl der /Li doch immer nur eine Ebene erzielt wird, 
welche durch dieselbe Gerade geht. 

Nimmt man an, das Polynom T irgend einer Ebene durch die 
Gerade T T\ beziehentlich den Punkt T T" T^' könne nicht nach 
6), beziehentlich 7) dargestellt werden, so müsste also für jede Wahl 
von ft'/t", beziehentlich ^'fA^ft'" nur eine Darstellung von der Form 
möglich sein: 

T = fi' I" +- (*" T" + JR, 
beziehentlich 

wobei JR weder ein Vielfaches von Z'T"T"', noch ein Aggregat 
solcher Vielfachen bedeutet, also für T' == und T" = 0, bezie- 
hentUch für T' = , 2^' = , T"' = nicht verschwindet. Dies 
widerspricht aber der Voraussetzung , gemäss welcher T durch die 
Gerade T T", beziehentlich den Punkt T T T"' geht. 

8. Lehrsatz: Sind r T" T" T^^ die Polynomien der 
Gleichungen von vier nicht denselbenPunkt enthaltenden 
Ebenen, und fi' ^" ft'" ft'^ vier endliche reelle Zahlen, so 
kann das Polynom jeder beliebigen Ebene durch die For- 
mel dargestellt werden: 

und nmgekehrt. 

Denn wird das System T' = 0, T" == 0, T"' = 0, T*"" = 
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durch kein Werthsystem x^ befriedigt, so ist die Determinante de« 
Systems von Null verschieden. Ist nun 

so sind die f* die Lösungen des Systems: 

p'4 + ^"a? + ;t"'oi" + liTaV = «*; 

dieses System giebt endliche reelle Werthe für die fi, da die Deter- 
minante desselben nicht verschwindet. 

Zum Beweis der Umkehrung genügt die Bemerkung , dass T 
eine lineare Function der a;*, also T = die Gleichung einer 
Ebene ist. 

9. Gleichung des Punktes. Transformirt man die Glei- 
chung eines Punktes in orthogonalen Plancoordinaten zu homogenen 
Plancoordinaten, so erhält man eine nicht homogene lineare Gleichung 
der Ui. Multiplicirt man das Absolutglied mit 

so nimmt die Gleichung des Punktes die Form an: 

«1 Wi + *^2«*2 + «3 W3 + a4W4 = 0. 

Die reciproke Transformation lehrt, dass jede homogene lineare 
Gleichung zwischen den Coordinaten einer Ebene einen Punkt dar 
stellt. 

Die Gleichung des Punktes lasst sich demnach als homogene 
lineare Gleichung zwischen den homogenen Coordinaten der den 
Punkt enthaltenden Ebenen darstellen und umgekehrt. 

10. Die Gleichung des Schnittpunktes dreier Ebenen w/wi'tti"ist 



= 0. 



11. Lehrsatz: Diejenige Ebene T, deren Coordinaten 
Ujt aus den Coordinaten u^ und Uk zweier Ebenen T'T" nach 
den Formeln abgeleitet werden: 

u.l'ui + VWl, V + A" = 1, 

geht durch die Kante Ü T^ und ihre Lage gegen 2* und T" 
wird durch die Coefficienten A'A"eindeutig charakterisirt 
Die Coordinaten einer jeden Ebene durch die Kante If T" lassen 
sich aus denen von If H!* auf diese Weise einmal und nur einmal 
darstellen. 
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Beweis. Die Coordinaten Ujt genügen der Gleichung 

Ugtruk = ^, 
sind also in der That vier Coordinaten einer Ebene. 

Wählt man eine willkürliche Hilfsebene T"' mit den Coordinaten 
tt?', so geht T durch den Punkt T' T' T"', denn unter den gemach- 
ten Voraussetzungen erfüllen die u^ die Gleichung dieses Punktes : 



= 0. 



Aus der Willkürlichkeit von T"' ergiebt sich, dass jeder T' und 
T" gemeinsame Punkt zugleich der Ebene T angehört. 

Transformirt man zu einem neuen Systeme, und sind hier die 
Coordinaten von T T' T" beziehentlich ü^, Z7i, Ui^ so gelten infolge 
der homogenen Substitutionen folgende Beziehungen: 

Hieraus folgt, dass die Lage von T nicht vom Coordinaten- 
system, sondern nur von 2*, T" und den Coefficienten Ä', A" abhängt. 

Um diese Abhängigkeit zu bestimmen, wähle man ein Axen- 
tetraeder, in welchem g\ auf T', ^2 ^^ 2^' föUt und G positive 
Coordinaten hat. 

Sind r, ri, r2 die Abstände des Fixpunktes von beziehentlich 
r, T', T", so sind im neuen System die Coordinaten 

Ml t«2 % ^4 

für aT: ^ 0, 

„ r:0 ^ 0, 



n 






Sind A' und A" beide positiv, so werden demnach die dem Fix- 
punkte zugekehrten (d. i. positiven) Seiten der Ebenen TT* durch 
T nicht getrennt; ist A' > 1, A" < 0, so geht T zwischen G und 
T hindurch; ist A' < 0, A" > 1, so geht T zwischen G und T" 
hindurch. 

In jedem Falle gilt zunächst ohne Rücksicht auf das Vorzeichen, 
wenn mit «^ die Coordinaten von T bezeichnet werden 

A" 
9inT T X m,T T* =^ ru^ : h = — '- 1» 

^2 



i 
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sin TT" : sin TT"' = hi : nui = 1 : - 

ri 

oder . r^ r., . r^r^n ^" ^' 

sinT*T : sin TT' = — : — 

r2 ri 

Bezeichnet man den Winkel, welchen die positiven Seiten 
zweier Ebenen einschliessen, als den inneren, sein Supplement als 
den äusseren Winkel, und bezieht man ein positives Verhältniss anf 
eine Theilung des inneren, ein negatives auf eine Theilung des 
äusseren Winkels, so gilt nun einschliesslich des Vorzeichens der Satz: 

Die Ebene T theilt den Winkel T T" im Sinusverhält- 

niss — ( — : — I, d. 1. so, dass 

sinTT: sin TT" = — (— : -Y 

\ rz r,/ 

Wenn von vier Ebenen T T" T'" T"" die Coordinaten zweier der- 
selben aus denen der anderen beiden nach den Formeln abgeleitet 
werden: u'^' = X' ul + X"u'l, X' + X" = 1, 

wr = /i'wi + /i"t*i', ft' + ft" = i, 

und es ist 

d. i.: 

X':X" =-(lt':(i."), 

SO bilden die vier Ebenen ein harmonisches Büschel, und zwar 
sind die Paare T' T" imd T'" T'^ harmonisch conjugirt. 

12. Lehrsatz: Sind wiwi'wi"die Coordinaten dreier 
nicht dieselbe Gerade enthaltenden Ebenen T* T' T"' und 
leitet man hieraus u^ durch die Formeln ab: 

uj, = A'wi + X"u'l + A'"wi", V + A" + A'" = 1, 

so sind Uk die Coordinaten einer den Punkt T T" T'" ent- 
haltenden Ebene. Die Coordinaten jeder Ebene durch 
T' T" T"' lassen sich auf diese Weise und nur durch ein 
System der Coefficienten X zusammensetzen. 

Beweis: Die Uje genügen der Gleichung Sgk'^k^k = ^y siii<l 
also die Coordinaten einer Ebene. Dieselbe enthält den Punkt 
r£f rpit rpiii ^ deuu ihre Coordinaten annulliren die [z. B. in Determi- 
nantenform nach 10) dargestellte] Gleichung des Punktes T^T'^jT". 

Um den letzten Theil des Satzes zu beweisen, lege man die 
Ebene Z durch die Kanten T' T und T" T'" ; sie habe den Abstand 
r von C und die Coordinaten Ujt. Alsdann kann man die Zahlen 
l! yiV V immer und eindeutig so bestimmen, dass 
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a) sinrT:sinTZ=—^:-, A' + ^ = 1, 

r Ti 

b) Sit? T"J : sin Zr" =— — : ^, A" + A'" = fi^ 
Nach a) ist 

nach b): 

also ist 

^ «i = A'«H- k"u'i + A'"«i", 
q. e. d. 

13, Lehrsatz; Sind uJtu'luk'uY die Coordinaten von vier 
nicht denselben Punkt enthaltenden Ebenen T*T*'T*"Tr, 
so lassen sich dieCoordinaten Ui einer jedenEbene Tdurch 
die Formeln und nur durch ein System der X darstellen: 

u, = A'ui + A"wi' + r'wi" + 't"^«*^, A' + k" + A'" + A'^ = 1. 

Beweis. Da, 2 gtrjtUt = /4 erfüllt ist, so liefern die For- 
meln in der That die Coordinaten einer Ebene. 

Man construire Z durch die Kante T' Tund den Punkt T" T"' T^, 
femer Z' durch T^'Z und T"' T""; SS:' haben die Coordinaten u^ui 
und die Abstände r und ti von C, 

Man kann nun fifi'A'A"A'"A"^ immer und eindeutig so bestim- 
men, dass zugleich 

a) sinrT:8inTZ=—^:—, A' + ft = 1, 

r Ti 

b) smT"Sl:smSC3:' =— ^: — , A" + /*' = /*, 

ti r2 

c) siw r^VisrnZT"^ =- — : — , A'" + A'^ = ^'. 
Alsdann ist 

A' + A" + ;l'" 4- a"^ == 1 



and 



also 
q. e. d. 



nach &): Ut = k'ui + ftu*, 
„ b):U, = i(A"t*2 +fi'ui), 

r 
«i = A'Mi + X"u'i + r'tti" + A"«r, 



96 Analytische Geometrie des Raumes. 

14. Lehrsatz: Sind P'P" die linken Seiten der Glei- 
chungen zweier PunkteP'P", und bildet man mit den Zah- 
len /ti'/i" ^as Binom 

so liegt der Punkt P = auf der Geraden P P\ 

Denn alle Ebenen, deren Coordinaten P und P" annuUiren, 
erfüllen auch P = 0. 

15. Lehrsatz: Sind p pf p*' die linken Seiten der 
Gleichungen dreier nicht in derselben Geraden gelegenen 
Punkte und bildet man das Trinom 

P = ft'P' + ft"P" + fi'"P'", 

so ist P = die Gleichung eines Punktes der Ebene 
PP'P". 

Denn die Coordinaten dieser Ebene erfüllen zugleich 

P = 0, P" = 0, P" = 0, also auch P = 0. 

16. Lehrsatz: Die linke Seite der Gleichung jedes 
Punktes der Geraden P P^ lässt sich in der in 14), die 
Gleichung jedes Punktes der Ebene P p* p'' in der in 15) 
angegebenen Weise ableiten. 

Der Beweis erfolgt ganz analog dem in 7) für Ebenengleichun- 
gen gegebenen. 

17. Lehrsatz: Sind P'P"P'"P'^ die linken Seiten der 
Gleichungen von vier nicht in derselben Ebene enthal- 
tenen Punkten, so lassen sich für jeden Punkt P im Räume 
vier Zahlen ft' ft" ft'" ft^^ so finden, dass 

P = li!P^^''P'+ li!''P'' 4- ft'^P'^ 

Beweis. Soll diese Darstellung möglich sein, so müssen die 
/i das System von vier linearen Gleichungen erfüllen: 

Dieses System liefert endliche eindeutige Werthe für fi, da die 
Determinante desselben nicht verschwindet. 

18. Es giebt bei dieser Coordinatenbestimmung eine 
und nur eine Ebene, deren Punkte sämmtlich unendlich 
fern sind. 

Die Coordinaten dieser unendlich fernen Ebene T^ 

sind 

Wi = t«3 = % = W4 = 1. 

Um die Gleichung von Top zu bestimmen, benutze man den Uinstand, 
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dass die unendlich ferne Ebene mit je zwei willkürlichen Ebenen 
einen unendlich fernen Schnittpunkt liefert. Sind T' = 0, * T" = 
die Gleichungen zweier willkürlichen Ebenen, und ist 

so muss also das System 

Ai Xi + A2 X2 + A^ x-^ + ^4 ir4 = 0, 
ttx Xi Ar (h' x^ -\- a^ 0^ + a^ x^ = 0, 
a^-Xy Ar 0.2' x^ + «a^a^s + a"x^ = 0, 
9\ Xx + ^2 % + 9% aJs +9^X4 = J 
lauter unendliche Auflösungen liefern; folglich muss die Determi- 
nante dieses Systems verschwinden. Bei der Willkürlichkeit von al 
und a'k ist dies nur dann möglich, wenn 

Al : A2 : A3 : A4 = gi : g2 : 93 : ^4. 
Die Gleichung der unendlich fernen Ebene ist demnach: 

r„ = 5^1^! + 92^2 + 9'6Xz + ^4a;4 = 0. 

19. Sind die Ebenen T = 0, T' = parallel, so unterschei- 
den sich ihre in geeigneter Weise erweiterten linken Seiten nur 
durch ein Vielfaches von T^\ denn es geht alsdann T durch den 
Schnitt T' T^, also lässt sich T unter der Form darstellen: 

T = ,*'!' + ,t"r„, 

q. e. ,d. 

Enthält überdies T einen gegebenen Punkt tri, so ist 

— (i' : li" = jd : a^Xx + a^ x^ + «s'^a' + a^ x^'. 
Die Bedingung dafür, dass drei Ebenen T' T*' T*'^ derselben 
Geraden parallel sind, ist das Verschwinden der Determinante 
des Systems 

T' = 0, T" = 0, T'" = 0, T^ == 0, 
d. i. : 

tti Uf Oa a^ 

= 0. 

9\ 92 9z 94 

20. Gleichung eines unendlich fernen Punktes. Sei 

F ^ «it*! + a2«2 + «8«3 + «4^4 = 

die Gleichung eines unendlich fernen Punktes, so muss derselben 
durch die Coordinaten der ud endlich fernen Ebene, nämlich durch 

genügt werden. Hieraus folgt die Bedingung 

«1 + «2 + «3 + «4 = 0. 
Heger, Analytische Oeometrie. y 
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21. Da es bei dieser Coordinatenbestimmung nur eine un- 
endlich ferne Ebene giebt, die durch eine Gleichung und durch 
eine Coordinatengruppe eindeutig bestimmt ist, nämlich durch 
die Gleichung 

und durch die Coordinaten 

Ui = % = «8 = «4 = 1» 

80 folgt, dass man hier alle unendlich fernen Punkte in einer 
Ebene liegend anzunehmen hat. 

« 
§.3. 

Vermischte Aufgaben über Funkt und Ebene. 

1. Bestimmung der Coordinaten einer Ebene T aus 
der "Gleichung T= der Ebene. 

Sei (T) der Werth, den T erlangt, wenn man die Coordinaten 
eines nicht in T enthaltenen Punktes hineinsetzt. Dieser Werth 
ändert sich beim Uebergange zu einem andern Systeme nicht. Werde 
nun beim Uebergang in ein System , welches T als Tetraederfläche 
mit enthält, die Gleichung von T transformirt zu 

T= Axi = 0, 

so folgt, wenn ^ den Abstand eines Punktes P von T bedeutet: 

a) Al^ = OiXi -\- a^x^ + (h^' + «4^4'. 

Dabei fallt ^ für alle Punkte auf der einen Seite von T positiv, 
für die jenseitigen negativ aus. 

Wendet man a) auf die Ecken des ursprünglichen Coordinaten- 
tetraeders und den Fixpunkt an, so erhält man 

Arui = OiÄi, 
Aru^ = dj/^, 
Arus = OgÄg, 
ArUi = a^hi^ 
Ar = OiTi + a^Vi -f a^fs + «4^4; 

hieraus folgen die Coordinaten der Ebene 

T ^ OiXi 4- OsiCa -f OsXs + a^x^ = 
zu 



Uk = 



aiTi + Ojrj -f «8^3 + «4^4 
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2. Bestimmung der Entfernung eines Punktes P von 
einer Ebene T aus den Ooordinaten x^ des Punktes und 
der Gleichung 

T ^=iaiXi + a,x.i + 090:3 +- a4a?4 == 
der Ebene. 

Zu dieser Rechnung benutzt man die Plücker'schen homo. 
genen Ooordinaten der Ebene. Dieselben sind die Abstände Vik 
der Ebene von den Tetraederecken; ihre Vorzeichen werden so be- 
stimmt, wie die der hier verwendeten Plancoordinaten. Die Ui wer- 
den demnach aus den orthogonalen Ooordinaten durch die vier For- 
meln abgeleitet: 

1 — aj^u +ßkV + y*«; 

Mit = ., , • 

Vw2 4- t;2 + «?2 

Bezeichnet y,i. den von Qi und gjc eingeschlossenen Tetraeder- 
winkel, so folgt aus diesem System die Gleichung, welche die vier 
PI ück er 'sehen Ooordinaten jeder Ebene erfüllen, zu 

"iV + ^92 + ^z9l 4- Vilgl — 2uiU2 5ri^2Cösyi2 

— SUiUs^iö'sCOSyia — 2UiU4^l5r4C0Syi4 — 2U2U3^2^3COSy32 

— 2U2lt45'25'4COSy24 — 2 U3U4 ^3 5^4^08^34 — z/«. 

Da r«* = Uir, so folgt aus 1): 

u* = akhi : Ä, 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung der rtt ein, so liefert 
dieselbe : 

al 4- «2* + »3^ + «4 — 2 «1^3 co8yi2 — 2 Oias cosy^ 

— 2aia4C0S'yi4 — 2a2asCOsy2:i — 2<Z2a4COsy9^ 

— 20304008^34 = A^. 

Man wähle für Ä die positive oder negative Wurzel, je nachdem 
a\ri + 02r2 + 03^3 + «4^ ^ 0; 
alsdann ist 

u ai^i + a^Xj + 08a?3^ + 04V 

^~ Ä 

der Abstand des Punktes P' von T; er wird positiv für alle Punkte, 
welche mit C auf derselben Seite von T liegen; im Gegenfalle 
negativ. 

Erweitei-t man die Gleichung einer Ebene mit — , so geht die- 
selbe in eine neue Form über: 

aiXi + fh^2 4" Os^^s + Ö4a^4 = 0, 

7* 



1 



100 Analytische Geometrie des Raumes. 

in welcher Ä = l ist. Diese Form mag als Normalform der 
Gleichung der Ehene bezeichnet werden. 

Ist demnach T = die Normalf^rm der Gleichung der Ebene 
T, 80 ist der Abstand des Punktes P' von T: 

3. Transformationsgleichungen zum Uebergange aus 
einem System homogener Punktcoordinaten in ein anderes. 

Seien 2" = , T" = , T'" = 0, T'^ = die Glei- 
chungen der neuen Coordinatenebenen in Normalform; sei ferner 
«i = i 1 » J6 nachdem die Coordinate rt von C im neuen System 
^ ist, so erhält man (einschliesslich der Vorzeichen) die Transfor- 
mationsformeln als die Lösungen des Systems: 

Si = «1 («i' «1 + (h' 3^2 + CLi ^z + «4' «4), 

& = ^3 («i" ^1 + ai" ^i + a!z ^s + «i" «^4), 
I4 = f4 (ar,a;i -|- aV X2 + «^ a^s + aV ^d- 

4. Bestimmung der Coordinaten eines Punktes aus 
der Gleichung P = desselben. 

Setzt man in P = die Coordinaten einer nicht durch P 
gehenden Ebene T' ein, so erhält das Polynom P einen von Null 
verschiedenen Werth. Transformirt man in ein anderes homogenes 
System, so bleibt der Werth unverändert, sobald man in die trans- 
formirte Gleichung des Punktes P die transformirten Coordinaten 
der Ebene T' setzt. 

Wählt man nun P als Tetraedereckpunkt (Äi) im neuen System, 
und hat T' den Abstand | von P und r' von C, so ist die Gleichung 
von P im neuen System 

Aui = 0. 

Demnach ist 

I 

Wendet man diese Formel auf die vier Tetraederebenen an, so 
erhält man die vier Formeln 

A — = a* — oder Axjt = Ujt h^ 
Setzt man die hieraus resultirenden x^ in die Gleichung 

so erhält man 

-4 = «1 + «2 + «3 + «4. 
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Mithin sind die Coordinaten des Punktes P: 



Xk 



«1 + «2 + «3 + «4 



5. Bestimmung- des Abstandes eines Punktes P von 
einer Ebene T' aus der Gleichung P = des Punktes und 
den Coordinaten u[ der Ebene. 

Die Entwickelungen in 4) liefern diese Entfernuug | zu 



j 



r3=^2: 



I = ^ , - , ^ 1 ^ ("i^i' + <^2«*2' + «a«/ + «4W4). 
«1 -f- «2 "T »3 i" "4 

Um r aus den homogenen Coordinaten zu bestimmen, be- 
nutze man 

und die Gleichung zwischen den Plücker' sehen Coordinaten einer 
Ebene. Man erhält: 

'^l9l + '^hl + «3 ^3 + '^lol — 2 Wi 'ii-igvöi cosyi2 
— 2uitCsgig3Cosyiz—2uiU^gig4Cosyi4—2u2U;ig2gsCosy2?y 

— 2 W2 W4 5^2 giCOS ^24 cos 724 " 2 % W4 ^3 ^4 COS y^i 

Man nimmt für r die positive Wurzel der rechten Seite dieser 
Gleichung. 

Wendet man diese allgemeine Formel zur Berechnung des r' 
aus uH an, so erhält man | vollständig durch ul ausgedrückt. 

6. Normalform der Gleichung eines Punktes. Es er- 
scheint zweckmässig, die Gleichung eines Punktes mit 

1 

«I +- «2 + «3 + «4 

ZU erweitern. Die resultirende Gleichung heisse die Nor mal form 
der Gleichung des Punktes. 
Ist demnach 

die Gleichung von P in Normalform, so ist 

«1 + «2 + «3 + «4 = 1. 

Die Normalform einer in beliebig erweiterter Form gegebenen 
Gleichung eines Punktes lautet: 

Wi -| i ; j 1*3 H j i j W3 



«i + «3H-a3+-a4 ai4-a2 + «8 + a4 ai + a2 + «3+«4 

«4 

H i 1 i i*4 = 0- 

«l+«2+a3 + «4 
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Ißt P = die Gleichung von P in Normalform, so sind die 
Coordinaten von P: • ^ 

7. Transformationsgleichungen zum Uebergange aus 
einem homogenen System in ein anderes. 

Es seien die Gleichungen der Eckpunkte des neuen Systems in 
Normalform gegeben, und zwar habe der neue Eckpunkt Äk die 
Gleichung 

«(*) wi + <> Ua + a<^> Us + «</> f*4 = 0. 

Sind Ujt die Plancoordinaten im neuen System , so sind die 
Transformationsformeln die Lösungen des linearen Systems: 

üi = «/ Ui + «2' t*2 + «3' W;, 4- «/ W4, 
r/y = ai"wi -f «'s"«, + a?'w8 + a4'w4. 

8. Ist 

«i rri + «2 a;2 + ^z Ä^g + «4 ^4 = 
die Gleichung einer Ebene in Normalform, und sind U* die Plücker'- 
schen Coordinaten derselben, so ist nach 1) 

u* = a*Ä*, also a* = ^, 

mithin geht die Normalform der Gleichung der Ebene über in 

T-ÄJi + T-a;, + r^ajg + ^«4 = 0. 
n\ n-i /*3 A4 

Ist 

«iMi + «2^2 + «aWg + a4W4 = 

die Normalform der Gleichung eines Punktes, und sind Xi dessen 
Coordinaten, so ist nach 6): 

Xt = ttiht, also «* = -^; 

die Gleichung des Punktes in Normalform lässt sich also auch 
schreiben : 

9. Berechnung des Volumen, der Flächen und der 
Höhen eines Tetraeders aus den Coordinaten der Eck- 
punkte. 

Unter der Determinante des Tetraeders p'p"p"'p»^ 
werde verstanden 





^ 


1»» 


Xi! 


< 


*," 


X»" 


X," 


^' 


aü' 


4" 


3fr 


^ 




3^ 


a?4 



Vermisclite Aufgaben über Punkt und Ebene. 103 



rD(P'P"P'"P''') = 



Es ist 

T D (P' P" P''* P^"") = db T D (P^^ P^''^ P^^ P^'^^y)^ 
je nachdem der Perimeter p(*)p(Op(m) ^j^^jj ^^j. Reihenfolge der 
Bezeichnung von P^^ aus gesehen in derselben oder der ent- 
gegengesetzten Richtung durchlaufen wird, als der Perimeter 
pf/p///piv ^^^ p, ^^g gesehen*). 

Lehrsatz: Die Tetraederdeterminante TD{PP'P"P'^) 
hat dann und nur dann ein positives oder negatives Vor- 
zeichen, wenn das Tetraeder p^ p' p" p^^ mit dem Axen- 
tetraeder ui| ^2^3-44 gleichen oder beziehentlich entgegen- 
gesetzten Sinnes ist, d. i. wenn die Perimeter p' p** p^^ ^m^ 
A^A^A^ von P, beziehentlich A\ aus gesehen in derselben oder in 
entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden. 

Beweis: Setzt man an die Stelle der Coordinaten a?^"^ des 

Punktes P(«), wenn P<«> einen beliebigen der vier Punkte pp'p^^p"^ 
bezeichnet, die Coordinaten x^^ eines willkürlichen andern Punktes 



*) Für den FaU i ^ 1 ist die Bemerkung ohne Weiteres erwiesen. Ist 
i von 1 verschieden , so hat die Beihe Jilm mit 2 3 4 zwei Kammern ge- 
mein. Man vertausche klm und 2 8 4 cyklisch, so dass die gemeinsamen 
Nnmmem in die beiden ersten Stellen kommen; es gehe klm in npq^ 
2 34 in ahc über. Alsdann werden die Perimeter P^^^ P^T^ pi.ii ^^^ 
piß) -pib) p(c) ^^^ -pii)^ beziehentHch P aus gesehen in derselben Richtung 

durchlaufen, wie p^^^ P^^ P^'^^ ^ beziehenthch P'P**P^, und es ist zu- 
gleich 

TD (P^^ P^*^ P^ p(m)\ := XD /p(0 p(«) pip) p<«>), 

TD (P P" P" P'^) = TD{P P^"^ P^*^ P^% . 
Nun sind folgende Fälle zu unterscheiden: ^ 

a) a =z n, b= p; 

b) a =: p, b = n. 

In dem ersten FaUe sind die Perimter P^'^^ P^^^ P^""^ und P'P'P^, 
von P^*^, beziehentlich P' aus gesehen, entgegengesetzten Sinnes, in dem 
letzten FaUe gleichen Sinnes. , 

Im ersten FaUe geht die Beihe inpq durch die Yertauschung von t 
gegen q in die Beihe labe über; im zweiten geht inpq durch Vertau- 
schung von n gegen p in. iabq und diese durch Yertauschung von t 
gegen q in labe über. Demnach ist inpq und mithin auch iklm im 
ersten Falle eine ungerade, im letzten eine gerade Permutation von 123 4. 
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P^M^j 80 hat die neue Tetraederdeterminante dasselbe oder ein ande- 
res Vorzeichen als die ursprüngliche, je nachdem P^"^ und P^^ auf 
derselben oder auf entgegengesetzten Seiten der durch die drei 
übrigen Punkte gelegten Ebene liegen. Dies tritt stets und nur 
dann ein, wenn der von den drei übrigen Punkten gebildete Peri- 
meter von P^"^ und P^."^ aus gesehen bei derselben Reihenfolge der 
Punkte in gleicher oder entgegengesetzter Drehrichtung durchlau- 
fen wird. 

Ersetzt man hiernach die vier Ecken P' P" P'" P'^ durch die 
Punkte Ai Ä2 Ä^Ä^, so haben die Determinanten der beiden Tetra- 
eder gleiches Zeichen , wenn der Sinn des Tetraeders P' P" P'" P'^ 
bei den Substitutionen sich gar nicht oder zweimal oder viermal 
geändert hat; dann heben sich aber die Aenderungen paarweise 
auf; — oder die Determinanten haben verschiedene Zeichen, wenn 
sich der Sinn des Tetraeders bei den Substitutionen einmal oder 
dreimal geändert hat; dann sind p' p" p"' p'^ und ^1^2 ^3 ^4 
entgegengesetzten Sinnes. Da nun 

TB {Ai A2 As A4) = hl h.2 h h (also > 0), 
so folgt, dass 

TD(P'P"P"'P''')'^ 0, 

je nachdem p' p" p^'^ p^"' und A\ AoAsA^ gleichen oder entgegen- 
gesetzten Sinnes sind, q. e. d. 

Das Volumen eines Tetraeders wird ^positiv oder 
negativ gerechnet, je nachdem dasselbe mit dem Axen- 
tetraeder Ai A^A^A^ gleichen Sinnes ist, oder nicht. 

10, Die Gleichungen der Ebenen des Tetraeders p* p'* p'" p'" 
mögen geschrieben werden: 



Xi Xi X2 X4 



II 



it 



II 



Xi X2 Xz X4 



II 



xi" 


X2 


4" 


xi" 


o^r 


X2 


xr 


«r 



0, 



Xi X{ Xi Xi 

X\ X2 x*^ x^ 



xi 



X% Xs x^ 



19 



II 



II 



Xi (C2 Xs X4 



II 



Xi 

Xi 



X2 X'i a?4 



X2 



Xs 



X4 



0, 



xT 

I 



x'i' 

IV 



4" 

x7 

I 



X4 

X4 



= 0, 



Xi X.2 Xs X4 



II 



II 



Xi X2 Xs 



II 



X, 



II 



x['' 



xü* 



x!l' 



xT 
X4 



0. 



X\ x^ x^ 

Bezeichnet man abküizend TD(P' P'' P"' P'"") = D, die Höhen 
des Tetraeders P' P" P'" P'"" mit Hi H2 fi» F4, die Seitenflächen mit 
Gl G2 Gs Ga 1 bezeichnet man femer die Multiplicatoren , welche die 
vier Gleichungen auf die Normalform bringen, mit aj (34 0304 und 
bedeutet «* die positive oder negative Einheit, je nachdem P^^"^ auf 



i 
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der positiven oder negativen Seite der Ebene durch die drei anderen 
Punkte liegt, so ist 

Hl «1 Ol = Ei £2 «2 = Si a« Ö3 = H4 f 4 «4 = D. 
Setzt man ^k^k ^=^ ^k ^ki 

so erhält man ^kO^k^k ^= ^\ 

oder, wenn V den absoluten Werth des dreifachen Tetraedervolu- 
mens V bezeichnet : 

D = A*V. 

Wendet man diese Formeln für k = 1,2,3,4 an, so erhält man 

/,| = A2 = A3 = A4. 

Man hat daher, wenn der gemeinschaftliche Werth der k^ mit A be- 
zeichnet wird, die Formeln: 

Man ersetze nun irgend einen der vier Eckpunkte, z. B. P^"\ 
durch einen (sonst willkürlichen) neuen Punkt /Z(«>, der so gelegen 
ist, dass das neue Tetraeder mit dem gegebenen gleichen Sinnes ist. 
Unterscheidet man die auf das neue Tetrae4er bezüglichen Grössen 
durch Accente, so ist o« = a«, ff« = Gat weil a« und Ga von P^^^ 
unabhängig sind; ferner ist £« = ^«i da Mregen des gleichen Sinnes 
der Tetraeder die Punkte P^^^ Tl^^^ auf derselben Seite der Ebene 
durch die drei übrigen Punkte liegen. Da nun im neuen Tetraeder 

*« öt« = A G^of, 

und £« = f «, a« = a«, Ga = ö«, 

60 ergiebt sich 

a) X = X\ 

also auch 1/ = kY\ oder: 

b) D : ly = Y : Y. 

Wählt man hingegen den Ersatzpunkt P^"^ so, dass das neue 
Tetraeder mit dem gegebenen nicht gleichsinnig ist, so ist für das 
neue Tetraeder wieder a« = fl«, G« = Ga^ aber £„ 1= — - Sa, da 
nach der neuen Voraussetzung P^*7J" auf verschiedenen Seiten der 
Gegenfläche liegen. Aus 

e^üa == A G(( 
folgt jetzt 

c) A' = — A, 
und. hieraus D' = — A F', oder : 

d) 2> : D' = V : — V. 

Da nun in b) wegen der gleichen Vorzeichen von V und V' die 
Verhältnisse V : V und V : V\ und in d) wegen der ungleichen 
Vorzeichen von V und F' die Verhältnisse V : — V' und F : F' 



^ 
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auch incL Yorzeichen übereinsümmen , so kann man die beiden 
Resultate b) und d) zu- der Proportion vereinigen: 

e) D : D' = V : V. 

Ersetzt man nun die Punkte eines Tetraeders T mit der Determi- 
nante D und dem Volumen V der Reihe nach durch die Punkte eines 
andern Tetraeders T' mit der Determinante 2/ und dem Volumen 
V\ so erhält man durch wiederholte Anwendung von e) die nun für 
irgend zwei Tetraeder gültige Propoi-tion 

f ) D: jy = V: r. 

Hiernach verhalten sich die Tetraederdeterminanten 
zu einander wie die Volumina ihrer Tetraeder, wenn man 
die Volumina positiv oder negativ rechnet, je nachdem die Tetraeder 
mit dem Axentetraeder AiA^A^Ax gleichen Sinnes sind oder nicht 

Nimmt man für T' das Axentetraeder, so erhält man: 

also folgt das dreifache Volumen V des Tetraeders 



P'P"P"'P" au 
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X4' 


V- ^ 
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hl Ä2 hg A4 
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Xi X2 
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Ferner folgt 








i-i 


fei Ä2 Äg A4 







Die zweite Potenz des ErweiterungscoefQcienten der Ebenen- 
gleichung 



T = 



Xi X2 Xs X4 
Xi X2 Xs' x^ 



II 



II 



II 



X\ X2 X^ X4. 



II 



<' 



a4" 



a:?' 



< 



= 



folgt, wenn man die Coeüficienten der Glieder der ersten 2ieile mit 
dl d-i ^3 #4 bezeiclinet, zu 

1 : {S^+d^+dl +d^ — 2 Ä1Ä2 <?osyi2 — 2 di dg cosyi^ — ^i ^4 cosy^ 

— 2 dg A3 cosy^s '— 2 8^ 8^ cosya — Sg d^ casyu} 

Nimmt man für a die positive Wurzel und rechnet alle Flachen 
positiv, so folgt für den Inhalt des Dreiecks P' P" P' 

Ö4. 



tili 



pl pH pifl / 



hih^h^hi 
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&" die Hdhen des Tetraeders erhält man 



F» = Ü 

ajc 



Xi x^ x^ x^ 



II 



X\ X2 



If 



n 



Xi 



X^ 



x^ 

Xs 



n 



a?4 



11. Berechnung des Winkels zwischen zwei Ebenen. 
a die Formeln für den Cosinus des Winkels zweier Ebenen in 
^ esc artesischen Coordinaten der Ebenen substituire man die 
^escartes' sehen Coordinaten durch die homogenen Plancoordina- 
»n. Man erhält dann nach einigen nicht schwierigen Transfor- 
i&tionen folgendes Resultat: 

Sind Wjt, Ujc die Coordinaten zweier Ebenen T und T\ sowie r 
nd V ihre Abstände vom Fixpunkte, so ist 

OS TT* = — j^[uiUi'gl + fhWg! + UzUs'gs' + u^u^'g^' 

— (wiV + W2%')^i^2 cosyu (tisV + U4Us')gsg4 cosys^l 

TT' ist hier der Winkel, welchen die dem Fixpunkte zuge- 
wandten Seiten von T und T' begrenzen. 

Sätze über Flächen zweiten Grades. 



1. Die Gleichung jeder Curve n^^ Grades kann als 
lomogene Gleichung n^^ Grades zwischen den homogenen 
^Qordinaten des variabeln Punktes, beziehentlich der 
rariabeln Ebene dargestellt werden. 

Denn man transformire durch die §. 1 aufgestellten Gleichun- 
gen, so gehen die nichthomogenen Gleichungen in orthogonalen 
[yoordinaten zunächst in nichthomogene Gleichungen in homogenen 
Punkt-, beziehentlich Plan coordinaten über. Jedes Glied der Glei- 
chung, dessen Grad um d Einheiten niedriger ist, als der Grad der 
jrleichung, multiplicire man mit 

^ ) 

in Gleichungen für Punktcoordinaten, oder beziehentlich 

'9\ n % + 9iU^ + g^Uih + 9aUU^ \^ 

^ ) 

in Gleichungen für Plancoordinaten. 



e 
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Die reciproke Transformation lehrt, dass jeder Gleichung»** 
Grades zwischen den homogenen . Goordinaten auf eine Gleichnng 
desselben Grades zwischen Descartes^ sehen Goordinaten redncirt 
werden kann. Es werden also alle Gebilde n**** Grades und nur 
diese umfasst, wenn die geometrischen Repräsentanten der homoge- 
nen Gleichungen n^^ Grades zwischen homogenen Punkt- lind Plan- 
coordinaten untersucht werden. 

2. Bezieht man eine Fläche auf ein Goordinatentetraeder mit 
Biner unendlich fernen Fläche (^4), so wird für im Endlichen lie- 
gende Gebilde die Goordinate x^ eine unendliche Gonstante. Ullte^ 
sucht man solche Gebilde, deren Gleichungen in Punktcoordinateü 
unendlich grosse Goefficienten enthalten, nicht nach ihren Punkt- 
gleichungen , so werden im allgemeinen Falle die Potenzen von x# 
mit den Goefficienten der betreffenden Glieder zu endlichen Con' 
stauten verschmelzen. Die Gleichung geht alsdann in eine Gleichaon 
zwischen den unter sich unabhängigen Abständen des variabeli 
Punktes von den drei Seiten einer Ecke, d. i. zwischen den Descar- 
t es 'sehen Punktcoordinaten, über. 

Die Gleichungen in Plancoordinaten erleiden, wenn drei Eckei 
des Tetraedex^s unendlich fern sind, folgende Veränderang : 

Seien li I2 Is die Längen der (unendlich grossen) Kanten Ai Äu 
Äi Aqj Äi Ä^. Man lege zur väriabeln Ebene T eine ParalleleheMi 
T' durch A4, Dieselbe hat von T den Abstand ru^, von AiA^Ai 
beziehentlich rui^ru^^ru^. T schneide auf den Kanten ^4^11 

A^A^^A^Azi von A^ aus gerechnet, die Strecken —, — , — ab, und 

u V w 

zwar werden dieselben positiv, nach g^ zu gerechnet. Alsdann ist 

U^llU = Ui, U4I2V =: U2, U^l^W = U3. 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung einer Fläche, unl 
beschränkt man sich darauf, solche Flächengleichungen in Plancoor 
dinaten zu untersuchen, die keine unendlich grossen Goefficiented 
enthalten, so verschmelzen im allgemeinen Falle die lil^h mit del 
betreffenden Goefficienten zu endlichen Gonstanten; die allen GÜ* 
dern gemeinsame Potenz von 1*4 werde beseitigt. Alsdann verbleiM 
als Gleichung der Fläche eine" nichthomogene Gleichung zwischcd 
den Reciproken der Axen abschnitte der veränderlichen Ebene, d. k 
zwischen den gewöhnlichen Plancoordinaten. 

3. Flächengleichtfrig in Plancoordinaten in Bezii 
auf ein Tetraeder mit einer unendlich fernen Ecke A4, 

Die variable Ebene schneide von den Kanten ^1 A4, A3 ^4, A^ 
von A1A2AS an gerechnet die Strecken t^i v^ Vz ab ; von A4 aus 
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rechnet schneiden alle variablen Ebenen auf allen drei Kanten ein 
und dieselbe unendlich grosse Strecke V4, ab. Da nun 

Ui : U2 : U-i : U4 = Vi : Vi : V^ : V^, 

wewDL die Vt mit gleichen Zeichen gerechnet werden, welche auf 
lerselben Seite der variabeln £bene liegen, so kann man in der 
bomogenen Gleichung der Ebene die Ut durch die v^ ersetzen. Be- 
jchränkt man sich auf die Untersuchung solcher Gleichungen in Plan- 
5oordinaten, die keine unendlich grossen Coefficienten enthalten, so 
rerschmelzen im Allgemeinen in den Gliedern, welche V4 enthalten, 
üe Potenzen dieser Goordinate mit den Coe£&cienten zu endlichen 
llonstanten. Die Gleichung der Fläche geht demnach in eine nicht 
bomogene Gleichung zwischen den von drei willkürlichen Null- 
^onkten an gerechneten Abschnitten der variabeln Ebene auf drei 
parallelen gleichgerichteten Geraden über. 

Für Flächengleichungen in Punktcoordinaten verändert sich 
für den Fall einer unendlich fernen Ecke des Coordinatentetraeders 
Qnr die Bedingungsgleichung zwischen den Coordinaten. In die- 
Belbe gehen nur die Coordinaten Xi X2 x^ ein. Seien ^ die doppelte 
Räche, 9}! 92 9z die auf den gleichbezeichneten Tetraederflächen 
gelegenen Seiten des Normalschnitts durch die nach A^ gehenden 
Irei Ebenen , so ist 

j 9i^i + 92^-2 + 9z <H = ^' 

I 4. Gleichung der Tangentialebene an einen Punkt -P' 
einer Fläche /(a?i x^ x^ x^ = 0. 

Bezeichnen d^ und Sjc zwei solche Variationen der Coordinaten 
Ton P', dass die Punkte x^ + df. und Xjc + 8* auf f ==. gelegen 
Bind, so ist die Gleichung der Tangentialebene die Grenze, welcher 
sich die Gleichung der durch x^^ xl -\- dt, xjt -\- S^ gelegten Ebene . 
för verschwindende di und Ö^ nähert ; d. i. die Grenze für 



Xi x^ X^ X4 



Xi X2 Xz x^ 



= 0. 



Xi X2' X^' X^' Xi X% Xz Ä?4 

«i' + ^ii aja' + e^a aJs'-fr.ds V-f- ^4 ^^ di d^ dz c?4 

«/ + Äl %' + *2 ^Z + *3 ^^ + *4 *1 *2 's *4 

Die Glieder der Zeilen der letzteren Determinante erfüllen 
beim üebergang zur Grenze die Gleichungen : 

9i^i -{- 9^^ + 9z^z + 9i^*^ = ^^ 

. 5^1 ^1' + 9^^' + 5^3 V + ^4a?4' = ^, 

9x^1 '\- 92^2 + 9z äz -\- 9^^^ "= ö» 
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femer, wenn/i den Werth von -7^ für den Punkt P bedeutet: 

dxt 

fi'xi' + /2'V + fz'ih + fiXi = 0, 
fi'äi + fi'd, + /,'d, + /«'d« = 0. 
A'Si + A'd, + h'6» +/.'«4 = 0. 
Bildet man nun unter Benutzung yon acht willkürlichen Hil&- 

gröBsen 

ImnpV w! n' p' 
die Determinante 

/i f% fs /* 

ffi ff2 9b 9a 
l m n p 
V m' n' p' 

und erweitert damit die ohige Gleichung der Tangentialehene, so 
wird dieselbe zu 



= 



Xi X2 X-i x^ 




/i /2 /a' /* 


Xi Xi Xs xl 




9i 9% 9s 9a 


dx d^ d^ d^ 




l m n p 


öl 82 A3 Ö4 




V m' n' p' 



, 0, Qdi+ '-) 

, 0, OÄi + -) 

Qdi +-)i 



ifl'Xl +f2'Xi +A'x^ +J4.'x0.^. 



GÄi +•••). 



(l'd, + .-) 



Die acht HilfsgrÖssen können immer so gewählt werden , dass 
der letzte Factor von Null verschieden ist. Demnach ist die ge- 
suchte Gleichung der Tangentialebene an/= in P': 

fxo^i + f2X2 + fs'xs + flx^ = 0. 
Die Coordinaten der Tangentialebene sind demnach 

"* "^ fi'ri + A'r, + f,'u + f^U ' 

5. Bestimmung der Gleichung des Tangentialpunktes 
einer Tangentialebene wl an die Fläche 9 (ui fi2 tes u«) = 0. 

Die Gleichung des Tangentialpunktes ist die Grenze, in welche 
die Gleichung des Schnittpunktes dreier Tangentialebenen der 
Fläche übergeht, wenn die drei Ebenen unendlich nahe benachbart 
werden. 
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Sind Ujt -|- dt, ui -|- d* die Coordinsten zweier Ebenen, welche 
9) = befriedigen , so ist demnach die gesnchte Gleichung der für 
Terschwindende ä^ und d^ entstehende Grrenzwerth von 

fii t«3 lis «4 

Ui 142' Ufi U4 _. Ui %' U3' U/ 

Wi' + *i tia' + *2 %' + *3 wi + *4 



= 



Wl Uf Us Ui 



dq> 
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Bezeichnet cp/ den Werth von -r — ftir die Ebene «l, so er- 

ftllen die verschwindenden Variationen der Coordinaten und die 
ftbrigen Zeilen dieser Determinante die Gleichungen 

91^1^1 + g%r^^ + gzTzUz + g4^uu4, = ^, 

fl'in^i + g^ud^ + ^3 ^8^8 4- 5^4^4(14 = 0, 

g\ n *i + g^ ^2 *2 + ^3 u *8 + 5^4 »-4*4 = 0, 

9/<*i' + 92'«^' + 98'tt8' + 94 «4' =0, 

9/^1 + 92% + 98% + 94' «'4 =0, 

9l' *1 + 92' Ä2 + 93' *3 + 9/ *4 = 0. 

Man bilde nun mit acht willkürlichen Hilfsgrössen die Deter- 
minante 

9/ 92' 98' 94' 

g\ g% g» ^4 

l m n p 

V m' fJ p' 
und erweitere mit derselben die obige Gleichung des Tangential- 
punktes. Dann erhalt man links das Product zweier Determinanten; 
dasselbe ist unter Rücksicht auf obige sieben Gleichungen gleich 
der Determinante 

(Vi'wi + 92' «2 + 93' «3 + 94' «*4), ^y (lui +. •), {l*Ui +-.) 

, 0, Qd^ +...). (?*' +...) 

, 0, G*i+.-), (r»i'4--) 

Diese reducirt sich auf das Product 

G«i + •••). G'V +•••)• 

Die Hilfsgrössen können immer so gewählt werden, dass der 
letzte Factor von Null verschieden ist. Demnach ist die Gleichung 
ieg Tangentialpunktes in T' = an 9 = 0: 

9i'«i + 92'«^ + 93'«» + 9/1*4 = 0. 



(9i' Wi + 92'«2 + 9»' % + 94' tl4) . ^ 
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Die Coordinaten des Tangentialpunktes sind demnach 

9kh 



Xk 



• 91' + 92' + 9>s + <Pi 



6. Die Flächen zweiterOrdnung sind zugleich Flächen 
zweiter Glasse und umgekehrt. — Bestimmung der Glei- 
chung einer Fläche zweiten Grades für Plancoordinaten 
aus der Gleichung in Punktcoordinaten. Begtimmung der 
Gleichung einer Fläche in Punktcoordinaten aus der 
Gleichung derselben in Plancoordinaten. 

Die allgemeine Form für die Gleichung einer Fläche zweiten 
Grades in Punktcoordinaten ist: 

^1 1 ^1' "f" 2 «12 X\ X2 -\- 2 O18 4?! a?3 -}- 2 ai^Xi x^ 

4" Ö22 ^2 + 2 «23 ^ ^3 "h 5 «24 ^ ^4 

+ «33^8 +■ 2 «340:3X4 

+ a^x^ = 0. 

Die vier partiellen Differentialquotienten nach den Coordi- 
naten sind: 

/i ^ 2 («11 Oh + ai2aJ2 + ai3a?8 + au^x^^), 

/2 ^ 2 («12 Xi 4- «22 ^2 + «23 Xs + «24 «^4)1 

fs ^ 2(«i3a;i + «38^ + <h3^ + «34^4)» 

/4 = 2 («14 Xi + «24 «2 + «84 «^3 + ^44 ^4). 

Bildet man diese Functionen für P und bezeichnet den Werth 
/i' r, 4- /*' ♦•2 + /»' rs + A' u mit A, 

SO gelten für die Coordinaten der Tangentialebene im Punkte P 
nach 4) die vier Gleichungen 

Aus der Gleichung des Tangentialpunktes in Normalform nach 
§. 2, 8 folgt: 

^\ I ^' 1 ^3' . ^4' 

«1 /^2 A3 A4 

der Verein dieser fünf für o:/. linearen Gleichungen erfordert da» 
Verschwinden der Determinante 
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«11 


«12 


«13 


«U 


Äl 


«12 


«22 


«23 


«24 


1^2 


«18 


«28 


«33 


«34 




»14 


024 


«34 


«44 


«4 
A4 


Äl 


h2 


A3 


«4 
A4 






= 0. 



Dies ist die gesnchte homogene quadratische Gleichung zwischen 
den Coordinaten der yariabeln Tangentialebenen an / = 0. 

Die allgemeine Form für die Gleichung einer Fläche zweiter 
Classe ist 

+ «22«*«^ + SajsWaWs + 2a24M2«4 

+ «38t«| + 2a34«*sWA 

+ «44^4* = 0. 

Die vier partiellen Differentialquotienten der Function q) nach 
den Fbenencoordinaten sind 

(Pl = 2(auUi + «12^2 + «13% + «14^4), 

(Pi ^ 2 («12 1*1 + «22^2 + «23W3 + «24 M4), 

qP3 ^ 2 («13^1 + «231*2 + «33 «^3 + «34 W4), 

g>4 ^ 2 («141*1 + «24«*2 + «34 «*3 + «44 W4). 

Bildet man diesd Werthe für die Tangentialebene T' und be- 
zeichnet 

9i' + ^2' + ^s + 94' == A, 
so hat man für die Coordinaten des Tangentialpunktes von T' die 
vier Gleichungen 5) : 



9>i 



A — 



0. 



Aus der mit — erweiterten Normalform der Gleichung der Tan- 
gentialebene nach §. 2, 8 folgt: 

rtl A2 '•3 "4 

Der Verein dieser fünf für u[ linearen Gleichungen erfordert: 

Heger, Analytische G^metrie. 3 
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«11 


«u 


«18 


«14 


Äl 
i»2 


«18 


«22 


«28 


«24 


^2 


«18 


«28 


«88 


«84 


Ä8 


«14 


«24 


«84 


«44 


fl?4 
A4 


Xx 


ÄJ2 


fl?3 


a?4 





Äi 


Ä2 


A3 


A4 



= 0. 



Dies ist die Oleichang der Fläche 9 = in Pnnktcoordinaten. 

7. Polarebene eines Punktes. Lehrsatz: Ist / = die 
Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung in Pnnktcoor- 
dinaten, so ist ~ 

T = fx'x, ^Ux^ +fUz +/;aj, = 

die Gleichung der Polarebene des Punktes P mit den Co- 
ordinaten afk\ d. h. jede durch P' gelegte Gerade Q schnei- 
det die Fläche F = in zwei Punkten, welche P' unÄ 
dem Schnittpunkte Q-T harmonisch conjugirt sind. 

Beweis: Seien jrjf die Coordinaten vom Schnittpunkte 6r T, 
{* die Goordinaten eines Schnittpunktes von G mit /= 0, so können 
die ^k aus den Xk und x'i nach den Formeln abgeleitet werden : 

§, = A'xi + r4', A' + r = i. 

Die J^k befriedigen / = ; substituirt man , so entsteht 
A'«/ -I- X'X"(f,'x," +/,'«!," +/8'a!3" +//0 + A"»/" = 0. 
Da x*l auf T gelegen ist , so ist der Coef&cient von V k" gleich 
Null; aus der übrig bleibenden Gleichung «rgiebt sich : 

k> ...k" = ]/-{/' .n 

also für die Schnittpunkte Q- T zwei entgegengesetzt gleiche Ver- 
hältnisse der Ableitungscoefficienten , q. e. d. (§. 2, 3.) 

8. Die Formeln 

/i'«/' + /a'V + /a'V +/4'V und 

/l"V+/«"V+/3"V+/4"^4' 

sind identisch. Liegt demnach ein Punkt xfl auf der Polarebene 
eines Punktes x^y so liegt auch der Punkt x*t auf der Polarebene 
des Punktes x'i. 

Die Polarebenen aller in einer Ebene T gelegenen Punkte um- 
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hüllen demnach den Pol dieser £bene, d. h. den Punkt, dessen Po- 
larebene die Ebene T ist. 

4 

Die Polarebenen aller in einer Geraden gelegenen Punkte um- 
hüllen eine Gerade, deren Punkte wiederum die Pole für die durch 
die erste Gerade gelegten Ebenen enthält. Zwei so beschaffene Ge- 
rade heissen zwei coi^jugirte Polargerade. 

9. Die Polarebene jedesPunktes ist eindeutig bestimmt, 
sobald die Discriminante von/ nicht verschwindet. 

Denn dann haben stets einige oder einer der vier partiellen 
Differentialquotienten /t von Null verschiedene Werthe. 

Verschwindet die Discriminante, so giebt es mindestens einen 
Punkt, für welchen sämmtlich vier partielle Differentialquotienten 
verschwinden. Dieser Punkt liegt auf der Fläche ; er hat jede belie- 
bige Ebene zur Polarebene. 

Sei / = eine solche Fläche, xl der Punkt, für welchen 
zugleich 

Xi ein beliebiger anderer Punkt der Fläche, so liegt jeder Punkt 
der Geraden F' P' in/= 0; denn substituirt man 

Xu = AV* + ra;i', X! + r = 1 
in / = , so entsteht 

A'»/' + A'r(/,'a;," +/s'a;," + f,' x," ^ f,' x^') + A"«/" = 0. 
Da nun /' = /i := /" = 0, so wird der Gleichung durch belie- 
bige Werthe von A'A" genügt. Die Fläche zweiter Ordnung, deren 
Discriminante verschwindet, ist demnach im Allgemeinen eiue Ee- 
gelfläche; ihr Mittelpunkt ist der Punkt, für welchen die partiellen 
ersten Differentialquotienten der Coordinatenfunction verschwinden. 

10. Im Allgemeinen giebt es nur einen Punkt, wel- 
cher eine gegebene Ebene T ^=: aiXi -{- a^x^ -^ a^Xz + öi^?! 
= zur Polarebene hat. 

Bedeutet Ic einen noch unbestimmten Factor, so sind die Coor- 
dinaten des Poles von T die Lösungen des Systems: 

fi — A;ai = 0, 
f2 — ÄOa = 0, 
fz — A;«« = 0, 
// — ha^ = 0, 

9\^i + 92^'i + 9b^ + 5^4% = ^' . 
Sollen die Pole sämmtlicher Ebenen unendlich fern 
werden, so muss die Determinante dieses Systems unabhängig von 

8* 
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den Coe£&cienten a^ verschwinden, und die Lösung für k mnss einen 
unbestimmten Werth haben. Bezeichnet da den Goefßcienten des 
/.ten Gliedes der i*®" Zeile in der Discriminante der Function /, so 
ist die Bedingung hierfür im Allgemeinen 

Sngi + Si2g2 + *,-8^3 + *f4^4 = 0, i = 1, 2, 3, 4. 

11. Die Polarebenen aller Punkte sind unendlich fern, 
sobald für alle Werthe von a?i die Gleichungen gelten: 

/i' = J^gi, f2 = ÄJ^2, fs = Äöfg, // = Jcg^. 
Multiplicirt man der Reihe nach mit x^ o^ o^ x^ und addirt, 
so erhält man : 

k muss demnach ein linearer Factor von der Form 

k ^ üiXi -\- «2% 4" 0^3% + a^x^ 
sein. Bezeichnet man abkürzend 

Too =i(giXi + ... + g^x^l 
so liefert die Differentiation und die obigen Gleichungen das System 

\{gk'k + «aT«,) = gi,h 
Hieraus folgt das System 

«A^oo = k,gk. 
Vergleicht man in diesen vier Gleichungen die Coefficienten 
derselben Goordinaten mit einander, so erhält man: 

«1^8 = a^giy a^gi = a^g^, 

(hg 4: = a^ßl, %ö'4 = «4^3- 

Diese Gleichungen liefern 

üi : a^ : Os : a^ = gi : g^ : g-i : ^4. 
Die Gleichung der Fläche also ist 

/= {g\^i + 0^2^:2 + ^3i»3 + g^x^y = 0. 

Die Fläche zweiten Grades, für welche sämmtliche Punkte eine 
unendlich ferne Polarebene besitzen, ist daher die unendlich ferne 
Ebene, doppelt gedacht. 

Die Polarebenen aller Punkte sind derselben Geraden 
parallel, wenn 

*a^i + *.2^2 + *i85'3 + *i4^4 = 0, e = 1, 2, 3, 4. 
Denn die nach §.2, 19 gebildete Bedingung dafür, dass die Polaren 
dreier beliebigen Punkte einer Geraden parallel sind, ist eine De- 
terminante, von welcher drei Zeilen tetranomische Elemente ent- 
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halten. Löst man diese in 64 Determinanten mit einfachen Elemen- 
ten anf, so verschwinden 40 dadurch identisch, dass sie zwei oder 
drei identische Zeilen haben. Das Verschwinden der ursprünglichen 
Determinante erfordert das Verschwinden der übrigen 24, welche 
sich durch Vertauschüng der Zeilen auf die in der Formel dngi 4-«-» 
enthaltenen vier Determinanten reduciren. 

Der Fall 

(der den Cylinder mit enthält) bleibt im Allgemeinen von 
den ferneren Betrachtungen ausgeschlossen. 

12. Sich selbst conjugirte Tetraeder. Man wähle einen 
Punkt i^, dessen Polarebene T' im Endlichen liegt, wähle auf T' 
einen Punkt P" und bestimme dessen Polarebene T". Auf der Kante 
T' T" wähle man einen Punkt P'-", dessen Polarebene T"' mit T' T" 
nicht parallel ist; dann ist P P" P"* {= P'^) die Polarebene von 
r T" T"' ^ r'') und das Tetraeder p p' p"* p^ ist sich selbst 
conjugirt, d. h. seine Flächen sind die Polarebenen der gegen- 
überliegenden Ecken. 

Wird die Gleichung der Fläche auf ein sich selbst 
conjugirtes Tetraeder bezogen, so muss 

iT^fc = Polarebene des Punktes a;;^ = 0, a;/ = 0, a?,« = ü 
sein, wenntA/Zm irgend eine Permutation der Zahlen 12 3 4 angiebt. 
Es gelten also für die Coefficienten von / folgende Gleichungen : 

aiiOCi -\- ai20C2 4- «13^8 + 0^14^4 ^ ^i^u 

«12^1 + 0^22^2 + «23^3 + 0^24^4 ^ Ä2X2, 

OlS^l + «28^2 +■ 0^83^3 + «34^4 ^ ÄgX^, 

<h^Xi + Oq^X^ +- 034^8 + 041^^4 ^ -4.4aJ4. 

Hieraus folgt 

012 = «13 = ^14 = a23 = «24 = <H^ = 0, 

und die Gleichung der Fläche zweiten Grades auf ein sich 
selbst conjugirtes Tetraeder der Fläche bezogen lautet 

demnach : 

o>\^\ + «2a?2^ + a^x^ -{- a^xl = 0. — 

13. Pol einer Ebene. Lehrsatz: Ist fp = die Glei- 
chung einer Fläche zweiter Ordnung in Plancoordinaten, 
so ist 

P = 9i'i«i + 92' wj + 93'% + 94' «*i = 

die Gleichung des Poles der Ebene Uk\ d. h. die je zwei 
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durch eine willkürliche Gerade G der Ebene ui an q) ge- 
legten Tangentialebenen sind der Ebene u'i und der durch 
G und P* bestimmten Ebene harmonisch conjugirt. 

Beweis: Sei T" mit den Coordinaten w'/ eine beliebige, durch 
P gelegte Ebene , so werden die Coordinaten jeder durch die Ge- 
rade T" T* gelegten Ebene T durch die Formeln dargestellt: 

tt^ = A'wi + rtii', A'+r = l. 

Soll T die Fläche q> = berühren , so ergiebt dies für k' A", 
wenn yjjp den Werth von (p für u^^ bezeichnet, die Gleichung 

Der Coefficient von A' A" ist Null, da ja P in T" enthalten ist; also 
erhält man für das Verhältniss der A : 

A' : r = V— 9": q)\ 

d. i. zwei entgegengesetzt gleiche Werthe, q. e. d. 

14. Die Formeln 

9?i'«i" + (P2U2' + (psW + 94' W und 

sind identisch. Jede Ebene u'l also, welche durch den Pol der 
Ebene Ujt geht, hat ihren Pol auf der Ebene Ut, 

Dreht sich also eine Ebene um einen Punkt, so bewegt sich 
ihr Pol auf einer Ebene , welche jenen Punkt zum Pole hat. 

Dreht sich eine Ebene um eine Gerade,- so bewegt sich ihr Pol 
auf einer Geraden, deren einhüllende Ebenen die Punkte der ersten 
Geraden zu Polen haben. 

15. Der Pol einer Ebene wird nur dann unbestimmt, 
wenn zugleich sämmtliche partielle erste Differentialquotienten von 
g> verschwinden. Dies tritt — und zwar im Allgemeinen für nur 
eine Ebene — ein, sobald die Discriminante verschwindet: 



== 0. 



Seien ujt die Coordinaten dieser Ebene, für welche zugleich 
9>i = 0, 9«' = 0, (ps' = 0, 9/ = 0, 
ferner «* die Coordinaten irgend einer andern Tangentialebene an 
(p = 0, so genügt jede durch die. Gerade ^T" T^ gelegte 
Ebene T der Gleichung g) = 0. 
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«12 


«13 


«14 


«12 
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«44 
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Denn stellt man die Coordinaten von T nach den Formeln dar : 

«, = vu'^ + r«i', V + r = 1, 

so liefert die Substitution in ^>'. 

l'»g>' + A'r (9),'«i" + tpi'th" + WW + Vi'O + A"»v". 

Nach den Voraussetzungen ist 

qp' = 9)" = 9/ = qp2' = g?3' = g?/ = 0, 

also in der That q) durch die Coordinaten von T unabhängig von 
A' und A" annullirt. 

Die Fläche (f , deren Discriminante verschwindet , ist demnach 
im AUgemeinen als eine Grenzfläche charakterisirt. Die Haupt- 
ebene derselben hat keinen bestimmten Punkt zum Pole. 

16. Der Pol jeder Ebene wird unendlich fern, wenn 
unabhängig von den Werthen ui die Gleichung besteht: 

W + 92' + qPa' + 9>A = 0. 
Hierzu ist der Verein folgender vier Gleichungen ausreichend 
und nothwendig : 

«11 + «12 + «18 + «14 = 0, 

«12 + «22 + «28- + «24 = 0, 

«18 + «28 + «38 "f" «84 = 0, 

«14*+ «y» + «34 + «44 = 0. 

17. Die Coordinaten der Ebene, welche einen gege- 
benen Punkt 

P ^ «1«*! + ail*2 + «3«8 + «4W4 = 

zum Pole haben, bestimmen sich aus den fünf Gleichungen • • 

Pin Ml + 5^2 ^2 «2 + 9'dU^i + 5'4»*4t*4 = -^. 

SoUen alle Punkte Pole der unendlich fernen Ebene sein, so 
mus8 unabhängig von a^ dieses Gleichungssystem von 

erfüllt werden. Hierzu ist ausreichend und nöthig, dass ^ = 0, 
und es erübrigen dann für die Coefficienten von 9 dieselben vier • 
Gleichungen , welche in 1 6) aufgefanden worden sind. 

Beide in 16) und 17) betrachteten Specialfälle fallen demnach 
zusammen. 

Zur näheren Kenntniss des durch diese Gleichungen charakteri- 
sirten Gebildes bemerke man , dass jeder seiner Punkte 
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auf der unendlich entfernten Ehene liegt, da ja 

W + 92 + <P3 + 9/ = 0. 
Das Gehilde besteht demnach aus zwei unendlich entfern- 
ten, getrennten oder vereinten Punkten. 
In der That erfüllen die Coefficienten von 

(«1 Wi + «2% + «3^ + «4«**) (a/tti + ««'wa + «s'wa + oc4!ui) = 
für 

«1 + <^2 + «3 + <«4 = und ai + «3' + «;/ -|- «4' = 

die obigen vier Bedingungsgleichungen. 

Dieser Fall, sowie der, in welchem die Polarebenen aller Pole 
einer Geraden parallel sind , mögen von den künftigen Betrach- 
tungen ausgeschlossen bleiben. ^ 

18. Sich selbst conjugirte. Tetraeder. Man wähle eine 
Ebene T', d*ren Pol P' im Endlichen liegt; ferner eine Ebene T", 
welche durch P' geht, T' nicht parallel ist, und deren PolP" eben- 
falls im Endlichen liegt; durch die Gerade P'JP" lege man eine 
Ebene T'", welche T' T" nicht parallel ist. Alsdann ist der Punkt 
rr'T'" (= P""") der Pol für die Ebene F' P' P'' (= r\ und 
das Tetraeder P P" P"' P*^ ist ein sich selbst conjugirtes Tetraeder, 
d. h. jede Tetraederfläche hat die gegenüberliegende Ecke zum Pol. 

Wird die Gleichung der Fläche auf ein sich selbst con- 
jugirtes Tetraeder bezogen, so hat die Ebene 

Uk = Ui = Um ^= den Punkt w,- = 

zum Pol, wenn iJolm irgend eine Permutation von 12 3 4 ist. Hier- 
aus folgen für die Coefficienten der Function (p die vier Bedingungs- 
gleichungen : 

• ccnUi + «12% + «J3% + «ut*4 ^ AiUi, 

«121*1 + a22t«2 + «23 ««a + «24^4 ^^ ^2 «*2, 
«13«*! + «23% + «33% + «34 % ^ ^3%, 
«14% + «24% -j- «34% + «44% ^ -^4%. 

Dies System ergiebt: 

«12 = «13 = «14 = «23 = «24 = «34 = 0. 

i 

Die Gleichung der Flächen zweiter Classe auf ein sich 
selbst conjugirtes Tetraeder bezogen lautet demnach: 

«1%^ + «2%^ + «3%" + «4W4 =0. 

19. Die Gleichung der Fläche /= 0, welche auf ein für 
Punktcoordinaten definirtes, sich selbst conjugirtes Tetraeder bezogen 
ist , lautet zufolge der hier vereinfachten Beziehungen : 
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a^Xi = A 









'•1. 
für PlaBcoordinaten : 



^ Ä2 Äg A4 ' 



«L4.4, + ji, + JiL = o, 



oder , nachdem man die ^^ erweitert hat : 






Die Gleichung der Fläche 9) = 0, welche auf ein für Plan- 
coordinaten definirtes , sich selbst conjugirtes Tetraeder bezogen ist, 
folgt für Punktcoordinaten aus den Beziehungen 

UjXi U2X2 . U^X^ , ^40^4 Q 

hl Ä2 ^3 ^4 

nach entsprechender Erweiterung zu 

«1 «2 «3 «4 

Hieraus folgt: Ein für Punktcoordinaten definirtes, sich selbst 
conjugirtes Tetraeder ist auch nach der für Behandlung der Glei- 
chungen in • Plancoordinaten gegebenen Definition sich selbst con- 
jugirt. 

Da nun das erste Paar Pol und Polarebene bei der Construction 
des sich selbst conjugirten Tetraeders beliebig gewählt wird, so 
folgt weiter, dass beide Definitionen für Pol und Polare sich 
auf dieselben conjugirten Paare von Punkt und Ebene 
beziehen. 

20. Directer analytischer Beweis dafür, dass eine Ebene, 
deren Gleichung T = ist und deren Coordinaten u^ sind, und ein 
Punkt, dessen Gleichung P = ist und dessen Coordinaten x^ sind, 
gleichzeitig die beiden Beziehungen erfüllen: 

T = fi'xi +f2'x2 +fs'x, +/4'a;4 = 0, 
P = (piUi + 9^2' W2 + 9^3 Uz + 94' «4= 0, 
wenn / = und q> =z die Gleichungen derselben Fläche zweiter 
Ordnung in Punkt-, beziehentlich in Plancoordinaten sind: 
Sei T in der Form gegeben. 
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T ^ OiXi + %a?3 + (h^ + «4^* = 0, 
so sind die Coordinaten von T: 

a) Uk = Ä.aihjty 

wo Ä einen den vier Uk gemeinsamen Factor bezeichnet. 

Die Coordinaten des Punktes P, dessen Polarebene T ist, be- 
stimmen sich aus den Gleichungen 

«11^1 + aiiX2 + aisXs + ai^Xi = B.a^ 

0^12^1 + 0^22^2 + 0^8 ^3 + «24^4 = jB «012, 
«13^1 + «28ÄJ2 4- «38^8 + (h^X^ = J? . «;], 
Ö^H^l + 024^2 + 084^3 + «44^4 = B . U^. 

Bezeichnet man mit Sa den Coefficienten des i^^ Gliedes der 
fc*®" Reihe in der Discriminante von/, so folgen hieraus die Lö- 
Zungen : ^ 

b) Xi = C(aidii -\- 02642 + a^diB + a^Si^), 
worin C den Xi gemeinsam ist. 

Die Gleichung der Fläche /in Plancoordinaten kann geschrie- 
ben werden: 

/^i njc H2 nk *^s "'k i^i f^k 

Da 

Sil = *if. 
so kann man hierfür auch setzen : 

wenn k eine der vier Ziffern 1 , 2 , 3 , 4 und i eine von Ä verschie- 
dene derselben Ziffern bezeichnen. 

Die partiellen Differentialquotienten nach u,- sind hiernach: 

g?,. = 2E^Su, Ä= 1234. 
Der Pol von u^ hat hiernach die Coordinaten 

wenn D einen von i unabhängigen Factor bezeichnet. 



Setzt man hier für -r- die aus a) folgenden Werthe ^in, so ent- 



I,- = E (ai Su + (h^2i + »3*81 + Ö4*4t). 

wofür auch geschrieben werden kann : 



Sätze über Flächen zweiter Ordnung. 123 

c) ^i = E (flfi *,i + 02^/2 + «3 *t3 + »4 '/O, 

WO JS von i unabhängig ist. 

* 

Vergleicht man die Formeln b) mit c), so folgt 
Nimmt man hierzu die Gleichungen 

so folgt femer 

Der nach Punktcoordinaten definirte Pol x^ ist demnach iden- 
tisch mit dem nach Plancoordinaten definirten Pol 1^, q. e. d. - 

21. Einige besondere Formen für die Gleichung von 
Oberflächen zweiter Ordnung. 

a) Für die Fläche, welche durch die Ecke Ai des Axente- 
traeders geht, ist in der Gleichung für Punktcoordinaten 

au = 0. 

b) Die Fläche, welche dem Axentetraeder umschrieben ist, hat 
daher die Gleichung: 

Ö13 Xi X2 + «13 a?i Ä?3 4" ^14 ^1 ^4 -\- 0^23 ^2 ^3 + ^24 ^2 ^4 + 0^34 ^8 ^4 = 0. 

c) Die Fläche, welche die Tetraederebene gi berührl, hat in 
Gleichung für Plancoordinaten 

au = 0. 

d) Eine dem Axentetraeder eingeschriebene Fläche hat zur 
Gleichung : 

«IjUi U2 + «IsWl «8 4" 0^14 «*1 W4 + «23^2 ^3 + «24^2 ^4 + O^SA^h^A =^ 0. 

e) Die Fläche, für welche Ai der Pol von gi ist, hat in Punkt- 
coordinaten : 

an = an = aira = , a„ y^ ; 

in Plancoordinaten: 

Ä.* = ccii = Ui^ = 0, au ^ 0. 

f) Ist Ai der Pol von gi , ^2 der Pol von g^ , so ist die Glei- 
chung der Fläche: 

in Punktcoordinaten: 

in Plancoordinaten: 

«11 W/ + «22 «*2^ + «38<*3 + 2a34W3«*4 + «44^4 = 0. 

22. Alle Flächen zweiter Ordnung, welche sieben 
willkürliche Punkte enthalten, gehen im Allgemeinen 
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noch durch einen achten Punkt, der durch die siehen ge- 
gehenen Punkte eindeutig und reell bestimmt ist. 

Alle Flächen zweiter Ordnung, welche sieben will- 
kürliche Ebenen berühren, berühren im Allgemeinen noch 
eine achte Ebene, welche durch die gegebenen Ebeoen 
eindeutig und reell bestimmt ist. 

Um den ersten Theil des Satzes zu beweisen, lege man eine 
Oberfläche zweiter Ordnung durch die sieben gegebenen Ponkt«. 
Die Constanten dieser Oberfläche erfüllen dann sieben lineare Be- 
dingungsgleichungen , welche man erhält, wenn man die Coordi- 
naten der sieben Punkte in die Gleichung der Oberfläche substituirt. 

Mit Hülfe dieser sieben Gleichungen kann man sieben der zehn 
Constanten in der Gleichung der Oberfläche als lineare, homogene 
Functionen der übrigen drei ausdrücken. Die Coefficienten in diesen 
Functionen sind dann gegebene, aus den Coordinaten der sieben 
Punkte in leicht angebbarer Weise zusammengesetzte Werthe. 

Substituirt man diese sieben Functionen für die sieben elimi- 
nirten Constanten in die Gleichung der dui'ch die sieben Punkte 
gelegten Oberfläche, so erscheint die neue Gleichung als ein Aggre- 
gat von der Form : 

afp + hilf '\- ex =^ 0, 

wenn a , b^ c die drei nicht eliminirten Constanten der Oberfläche 
und (p, i^i X drei homogene quadratische Formen der Coordinaten 
bezeichnen, deren Coefficienten sämmtlich bekannte aus den gege- 
benen Punkten zusammengesetzte Werthe sind. 

Hieraus folgt,, dass alle Oberflächen durch die sieben gege- 
benen Punkte die Punkte enthalten, welche den Oberflächen 

9 = 0, 1^ = 0, 3^ = 

gemeinsam sind. Da diese die gegebenen sieben Punkte gemein 
haben, so enthalten sie noch einen reellen Schnittpunkt; und da 
die drei Functionen ^, '^, % bekannt sind, so ist demnach auch 
der achte Schnittpunkt der Flächen q) = ^ z= x = durch die 
sieben gegebenen Punkte bestimmt 

Ebenso erfolgt der Beweis des zweiten Satzes. 



23. Unterscheidung der Flächen zweiter Ordnung 
nach ihren auf ein sich selbst conjugirtes Tetraeder bezo- 
genen Gleichungen. 

Die beiden Gleichungen der Fläche seien 

a) /= «lÄ?!^ + OgiCa^ + (hx^ -f a^x^ = 0, 
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b) (p^otiu^ + Ojul + «31*3* + «4«*! = 0, 

wo also CLk'^k = ^• 

A. Einer oder mehrere von den vier Coefficienten ük 
oder ttjt sind gleich Nnll. In der Gleiphong der Fläche in allge- 
meinster Form wird dies dadurch angezeigt, dass alsdann die Dis- 
criminante der Functionen /, beziehentlich 9, die ja eine Invariante 
derselben ist, verschwindet. 

1. a4 = aa = «2 = 0, also a4 = CX), a^ = 00, «j = 00, 
ohne bestimmtes Yerhältniss. 

Die Gleichung f = reducirt sich auf xf = 0, und die üeber- 
einstimmung damit ergiebt sich aus b): t«i = U2 = t^ = 0, d. h. 
die Gleichung repräsentirt die eine £bene des Tetraeders. ? — 

2. ^a4 = «8 = 02 = 0, also 04 = 00, o» = 00, «2 = CD, 
ohne bestimmtes Yerhältniss zu einander. 

Man erhält 

(p ^ (»lU^ = und a?4 = «8 = «ij = ; 
die Gleichung repräsentirt einen Eckpunkt des Tetraeders. — 

3. a4 = 0, 08 = 0; Ol : «2 > 0. 

Die Gleichung in Punktcoordinaten wird zu 

f=:aixl + 030:2' = 0, 
und wird nur durch die Punkte befriedigt, für welche zugleich 

a?! = 0, a?2 = 0, 
also für eine Kante des Tetraeders. — 

4. «4 = 0, «8 = 0; «1 : «2 > 0. 
Die Gleichung in Plancoordinaten ist 

q> ^ diu^ + «21*2' = 0. 
Ihr genügen nur die Ebenen, für welche zugleich 

Ui = 0, tt2 = 0. 
Sie umhüllen eine Kante des Tetraeders. — 

5. O4 = 0, ^8 = 0; Ol : O2 < 0. 

In diesem Falle kann man die Gleichung schreiben: 

- / ^ a^xl — 02 x^ = 0. 

Sie stellt zwei Ebenen dar, deren Gleichungen die Form haben: 

axi -f ^^ = und axi — ba^ = 0. 

Dies Ebenenpaar ist den Axenebenen a?! =:;= 0, x^ = har- 
monisch conjugirt. — 

6. a4 = , «8=0; «i : 03 < 0. 

Die Gleichung qp = kann geschrieben werden: 
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(p = a^u^ — /3»u| = 0. 
Sie ergiebt zwei Punkte : 

«1*1 + /3ii2 = und «1*1 — ßu^ = 0. 

Dieses Punktenpaar liegt in einer Tetraederkante und ist den End- 
punkten derselben harmonisch conjugirt. — 

7. «4 = 0, <i^ : a* > 0. 

Der Gleichung genügt nur ein Punkt: 

a?i = a?2 = ^3 = 0. — 

8. «4 = 0, «, : «i >> 0. 

Der Gleichung entspricht nur eine Ebene: 

1*1 = 1*2 = 1*8 = 0. — 

9. 04 = 0, und nicht alle drei abhaben gleiches Zeichen. 
Die Gleichung/— ergiebt einen Kegel zweiter Ordnung, 

dessen Mittelpunkt in einer Ecke des Tetraeders liegt. — 

10. «4 = 0, und nicht alle drei«ihaben gleiches Zeichen. 
Die Gleichung q) = ergiebt eine Grenzfläche zweiter Ord- 
nung, für welche die eine Tetraederfläche Hauptebene ist. — 

24. Zur weiteren Classification der Flächen, deren Discrimi- 
nante nicht verschwindet, dienen folgende Sätze: 

Auf welches der "unendlich vielen sich selbst conjn- 
girten Tetraeder man auch eine Fläche bezieht, immer 
bleibt die Anzahl der positiven und die Anzahl der nega- 
tiven Coefficienten in der Gleichung der Fläche unver- 
ändert. 

Dieser Satz folgt aus dem Trägheitsgesetz für quadratische 
Formen. 

25. Wenn in der Gleichung /= drei Coefficienten 
dasselbe Vorzeichen haben, so lassen sich in die Fläche 
keine Geraden legen. 

Denn wenn sich eine Gerade soll in die Fläche legen lassen, 
so muss die Fläche alle vier Ebenen des Axentetraeders in reellen 
Punkten schneiden. Haben aber z. B. üiO^c^ dasselbe Vorzeichen, 
so hat die Fläche / mit der Ebene 0^4 = keine reellen Punkte 
gemein. 

26. Wenn in der Gleichung /= zwei positive und 
zwei negative Coefficienten vorhanden sind, so ist die 
Fläche eine geradlinige Fläche. Durch jeden Punkt der 
Fläche gehen zwei gerade'Linien, die ganz in die Fläche 
fallen. 
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Denn in diesem Falle kann die Gleichung in Punktcoordinaten 
geschrieben werden: 

/ = o»*,' — alxi + alxi - a»»« = 0. 

Hierför kann man setzen: 

Kürzt man ab : 

Ti ^ aiXi + a^Xi, T^ ^ aiXi — (hx^, 

Ts ^ 08% + Ö4iC4, ^4 ^ «3% — a4i»4f 

80 wird / erfallt für alle Punkte , für welche zugleich 

T' = kTi — ^ Ta = und T" = f* T2 + A T4 = 0, 
sowie far alle Punkte, für welche 

T"' = A Ti — fiT4 = und T'^ = [i T^ + XT, = 0. 

Die Ebenen T' bilden ein Büschel mit Ti T3 , 

rptf m rp 

« rt -*■ n n n w-'-S ■'•4> 

/TT^/^ rp rp 

•j» ?»-*•» » r> >»-*-l -*-4» 

Durch Variation der Coefficienten A/i geht aus der Durchdrin- 
gung je- zweier demselben Aft zugehörigen Ebenen T' und T" das 
eine System, und je zweier zusammengehörigen Ebenen T"' und 
r"^da8 andere System von in der Fläche enthaltenen Geraden hervor. 

Man schliesst hieraus leicht: Die Geraden eines Systems 
schneiden sich nicht. Jede Gerade des einen Systems 
schneidet jede Gerade des andern. 

Um nachzuweisen, dass jeder Punkt xl^ welcher der Gleichung 

Ti T2 + ^3 ^4 = 
entspricht, auf dem Durchschnitt zweier Ebenen 

liegt, wähle man Afi so, dass, wenn Ti für die Coordinaten von P' 
in Ti übergeht, 

ATi' + fiTs' = 0, also Ti' =— ^.Ts'. 

Da nun P' die Gleichung erfüllt: 

Ti' T2' — T3' T4' = 0, 
BD ergiebt sich nach der Substitution des Werthes für 2i' : 

^Ta' — Ar4' = 0, 
d. i. jP' erfüllt die Gleichungen zweier zusammengehörigen Ebenen 
r und T". 

Ebenso lässt sich beweisen, dass jeder Punkt der Fläche auf 
dem Durchs^nitte zweier Ebenen T'" und T'^ gelegen ist. Mithin 
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gehen durch jeden Punkt der Fläche zwei Gerade, die ganz der 

Fläche angehören, q. e. d. 

Jede Tangentialebene enthält die dnrch den Berüh- 
rungspunkt gehenden Geraden der Fläche. 

Denn wenn xiac^i die Coordinaten zweier auf einer Geraden 
der Fläche gelegenen Punkte sind, so gehört auch der Punkt der 
Fläche an , dessen Coordinaten nach den Formeln gebildet sind : 

xt = k'xl + l"x'l, A' + r=l. 

Setzt man dies in die Gleichung / == ein , so entsteht 

da nach der Voraussetzung 

/' = Ound/" = 0, 
so ist auch 

der Punkt Xjl genügt demnach der Gleichung der Tangentialebene 
in a4, q. e. d. • 

Ausser diesen Geraden kann es keine Geraden auf 
der Fläche geben. 

27. Die analoge Untersuchung für Plancoordinaten ergiebt: 
Wenn von den Coefficienten der Gleichung g> = (also 
auch yon/= 0) drei dasselbe Zeichen haben, so giebt es 
kein ebenes Büschel, das aus lauter Ebenen der Fläche 9 
zusammengesetzt ist. 

Denn dann müsste durch jeden Tetraedereckpunkt eine solche 
Büschelebene gehen, es müsste also jeder Tetraedereckpunkt eine 
Ebene you q> = enthalten. Smd aber z. B. Oi o^ ^3 positiv , 1X4 
negativ, so enthält der Punkt u« = keine reelle Tangentialebene 
der Fläche. 

28. Sind von den Coefficienten in der Gleichung g)=0 
(also auch in / = 0) zwei positiv und zwei negativ, so 
giebt es unzählig viele Büschel aus Tangentialebenen. 
Jede Tangentialebene gehört zwei solchen Büscheln an. 

Denn in diesem Falle kann man die Gleichung schreiben: 

9 = «!%» — a^u^ + a|u| — a|i»4* = 0, oder 
= (ai«h +a2t«2)(aii«i — a8tij) + (c,ii, + a4i»4)(i%ii8— «4t*4)=0. 
Man kürze ab 

P, ^ a^uz + a^Ui, Pa =^ e%«a — «#«4. 
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Alsdann enthält (p alle Ebenen, für welche zugleich 

P' = APi + iiP., = 0, P" = I1P2 — AP4 = 0, 
sowie alle Ebenen, für welche zugleich 

P'" = kPi + [iP^ = 0, P'^= ^Pa — AP3 = 0. 

Die Punkte P' bilden eine geradlinige Reihe mit Pi und P3, 

Ptf p p^ 

P'" p p^ 

» T»P»» n »»Psn Pä- 

Da durch das Verhältniss A : ft die zusammengehörigen Punk- 
tenpaare P' P" und P"' P^ eindeutig bestimmt sind, so folgt, dass 
keine Ebene zwei Büscheln des Systems P* P' oder bezie- 
hentlich P'"P*^* gemeinsam sein kann, oder dass von den 
Büschelaxen P'P", sowie von denen P^P*"" keine die an- 
dere schneidet. 

Jede Axe des einen Systems schneidet jede Axe des 

andern. 

Es müssen sich dann immer vier Zahlen aß yd finden lassen, 
durch welche für vier Werthe k^X' ^' die Identität erfüllt wird : 

aP' + i3P' = yP" + <JP^ 
Dies führt auf vier für aßyd lineare Gleichungen ; die Determi- 
nante dieses Systems 

A -A' 

fi A' 

(i —{i! 

^ ^' 

Verschwindet, also ist die Wahl immer ausführbar, q. e. d. 

Um nachzuweisen , dass jede Tangentialebene wi von 9? = 
zwei Büscheln angehört , bemerke man , dass für u], und einen da- 
von abhängigen Werth von A : f* 

P1P2 + P3P4 = ^^^ zugleich P' = 0, P' = 0, 
sowie 

P1P2 + P3 P4 = und zugleich P" = 0, P^ = 0. 
Aehnlich, wie den analogen Satz für die vorhergehende Unter- 
suchung in Punktcoordinaten, beweist man: 

,Die beiden Axen, welche eine Tangentialebene ent- 
hält, schneiden sich im Berührungspunkte. 

Es fallen hiemach die Axen der aus lauter Tangentiatebenen 

Heger, Analytische Geometrie. 9 
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zusammengesetzten Büschel und die aus lauter Punkten der Fläche 
hestehenden Geraden zusammen. 

29. Lehrsatz: Beim Uehergange von einem sich 
selbst conjugirten Tetraeder zu einem andern bleibt die 
Summe der Coefficienten in der Gleichung /= 0, sowie 
in der Gleichung q) = unverändert. 

Beweis: a) für die Constanz der Summe der Coefficienten in 

/=o. 

Transformirt man nach §. 3, 3, so erfüllen die Coefficienten 
folgende Bedingungsgleichungen, wenn das neue System ein sicli 
selbst conjugirtes ist: 

2« a, af af = 0. 

Für k und l wähle man je zwei verschiedene der Nummern 
12 3 4, so erhält man die nothwendigen und ausreichenden sechs 
Bedingungen. 

Die Coefficientensumme in der transformirten Gleichung ist 
S = -ra,(a/«>2 + aj^«^« + a^W« 4. a^m). 

Fügt man zu dieser Summe die sechs Formeln 

— 2 2 «' üi af afp cos y^ = 0, 
so erhält man 

-S a/(aiW2 4- a^^^ri ^ a^m + 04(02— 2 ai* 02' cos y^i — 2 a^^<H'myx% 
— 2 ai'a4*cosyi4 — 2 «2* «s* cos y^g — 2 a^^aC cos y^i — 2 as^a^^cosyzi)- 
Nach den in §. 3 , 2) enthaltenen Voraussetzungen über die 
Coefficienten der Transformationsformeln sind die Coefficienten der 
a,' in dieser Summe gleich der Einheit; also ist 

S = öl + «2 + tta + a4, 
q. e. d. 

Beweis: b) für die Constanz der Summe der Coefficienten in 
© = 0. 

Transformirt man nach §. 3, 7), so erfüllen die Coefficienten 
nach der Voraussetzung folgende sechs Gleichungen : 

*a*afa\^ = 0,kl zwei verschiedene von 12 34. 

Die Coefficientensumme der transformirten Gleichung ist 

S = 2:a^(ai(02a2(02 4. «3(02 4. «^(o?). 

Fügt man die sechs Formeln hinzu: 

so erhält man 

S = 2?a.(ai« +. «2« + «3' + «40«. 
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Da nnn nach den Voraussetzungen des §.3,7) 

«l' + CC2* + «8* + «4* = 1, 

so folgt 

S = «1 + «2 + «3 + «4, 

q. cd. ' ' 

30. B. Classification der Flächen, deren Discrimi- 
nante von Null verschieden ist. 

I. Geradlinige Flächen: Zwei Coefficienten haben 
dasselbe Vorzeichen. 

a) «1 + «2 + 0C3 + «4 = 0. 

In diesem Falle liegt der Pol der unendlich fernen Ebene — 
d. i. das Centrum der Fläche — unendlich fern, denn seine Glei- 
chung ist 

«1^*1 +a2W2 +«3 «8 + «4^4 = 0. 

Dies charakterisirt das hyperbolische Paraboloid, 

b) «1 + «2 + «3 + «4 ist von Null verschieden. 

Von den beiden Coordinaten des Mittelpunktes sind hier stets 
zwei negativ, zwei positiv. Das Centrum liegt also für alle sich 
.selbst conjugirten Tetraeder in einem der sechs den Kanten anlie- 
genden Räume. 

Wählt man das Centrum selbst als Tetraederecke, so bleibt jene 
Lage des Centrums ungeändert, also werden zwei Coefficienten der 
transformirten Gleichung negativ, einer positiv; die Gleichung in 
Punktcoordinaten erhält also die Form 

— a^x^ — a^x^ 4- a^xl +1=0. 

Hierdurch wird das einschal i]ge Hyperboloid charakterisirt. 

H. Nicht geradlinige Flächen. Drei Coefficienten ha- 
ben diasselbe Vorzeichen. 

a) «1 + «2 4- «3 + «4 = 0. 

Das Centrum liegt unendlich fem; der Gleichung gehört das 
elliptische Paraboloid zu. 

In jedem von a) verschiedenen Falle kann man die Gleichung 
so umbilden, dass 

«1 + «2 + «8 +- «4 > 0. 

b) Drei Coefficienten sind positiv, einer negativ. 

In diesem Falle hat das Centrum drei positive Coordinaten, 
liegt also in einem der vier einer Tetraederfläche aussen anliegenden 
Bäume. Wählt man den Mittelpunkt als den einen Tetraederpunkt, 
so wird demnach die Gleichung zu 

9* * 
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— a^x^ + a^x.^ -f (^i^s + 1=0. 
Dies ist die Gleichung des zweischaligen Hyperboloids, 
c) Drei Coefficienten sind negativ, einer positiv. In 
diesem Falle hat das Centrum drei negative Coordinaten, liegt in 
dem äusseren Scheitelraume einer Tetraederecke. Bezieht man die 
Gleichung auf ein Tetraeder, welches das Centrum als Eckpunkt 
enthält, so wird die Gleichuijig 

o»«« + aixi + aixi -1=0; 
sie repräsentirt also das EUipsoid. 

30. Bezieht man die Gleichungen der Flächen auf ein Tetraeder, 
von welchem ein Eckpunkt (A4) unendlich fern ist, so geht nach 
§. 4, 3 die Gleichung zwischen den homogenen Plancoordinaten in 
eine nicht -homogene Gleichung zwischen den Abschnitten der varia- 
beln Ebene auf den nach dem unendlich fernen Punkte gezogenen 
Geraden (also auf Geraden, die durch ÄiAf A3 parallel mit dem der 
Ebene Ai A2 As conjugirten Durchmesser gezogen sind) über. 

Die eine Coordinate des Centrums wird gegen die anderen ver- 
schwindend klein, aber die Vorzeichen der Centrumcoordinaten , die 
für die Fläche charakteristisch sind, bleiben unverändert. 
Hiernach wird die Gleichung 
des einschaligen Hyperboloids: cc^v^ -{- Oi^v^ — al Vg = 1, 
des Ellipsoids: a^v^ — a^v^ — a|t;| = 1. 

Da unter den nicht verschwindenden Coordinaten des Mittel- 
punktes beim Ellipsoid hier stets zwei negativ sind und eine positiv 
ist, so folgt, dass in der Gleichung des Ellipsoids , wenn sie in der 
angegebenen Form [nicht mit ( — 1) erweitert] geschrieben wird: 

«1* — oc^ — «3* > 0. 

Die Gleichung des zweischaligen Hyperboloids nimmt in 
diesem Falle zwei verschiedene Formen an. Legt man das Tetra- 
eder so, dass der Mittelpunkt im Innern des Dreiecks A\ÄiÄi 
liegt, so wird das Glied constant, welches in den negativen Coef- 
ficienten multiplicirt ist; die Gleichung erhält also die Form 
a) a^v^ + alvl + alvl = 1. 

Der Tangentialpunkt einer Ebene ViV^v^lidA, die Gleichung 

wo also 

«1**? + «3VI + «1^1 = 1. 

Aus beiden Gleichungen folgt, dass es keine' Tangentialebene 
v'k giebt, deren Tangentialpunkt in der Fläche ^4, d. i. in 
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liegt. Die Schlussfolgerung ist umkehrbar, mithin hat die Gleichung 
des zweischaligen Hyperboloids dann und nur dann die Form a) mit 
drei positiven CoefEcienten , wenn die Diametralebene AiÄ^ A$ die 
Fläche nicht schneidet. 

Legt man hingegen das Tetraeder so, dass der Mittelpunkt 
ausserhalb desselben liegt, wobei er dann stets in einem der einen 
Kante aussen anliegenden Flächentheile sich befindet, so wird ein 
mit positivem Coefficienten behaftetes Glied constant; die Gleichung 
erhält jetzt die Form 

b) «»«* - aivi - aivi = 1. 

In diesem Falle schneidet die Diametralebene Äi A^Az die Fläche. 
Da zwei von den nicht verschwindenden Coordinaten des Centrums 
positiv sind, die dritte negativ ist, so folgt weiter, dass hier stets 

af — a| — «3^ < 0. 



31. Ist eineOberfläche zweiter Ordnung'einemTetrae- 
der eingeschrieben, so liegen die vier Geraden, welche 
die Ecken mit den Berührungsputikten der Gegenseiten 
verbinden, auf einem Hyperboloid. 

Ist eine Oberfläche zweiter Ordnung einem'Tetraeder 
umschrieben, so liegen die vier Geraden, in welchen die 
Tetraederebenen von den Tangentialebenen an den Ge- 
genecken geschnitten werden, auf einem Hyperboloid. 

Auf das umschreibende Tetraeder bezogen, hat die Fläche 
zweiter Ordnung die Gleichung 

Cfl2WiW.i + ••• + «34 «3 «4 = 0. 

Die vier Tangentialpunkte der Tetraederfiäche haben die Gleichungen: 
auf gr- Pi^ ai«<«2 + ai8«*3 + auW4 = 0, 

auf 5r2- -^2 = «12 «*l + «23 «a + «24«*4 = 0, 

auf 93 : Ps ^ «is«! + «2a<«2 + «34 «4 = 0, 
auf flf4: P4 ^ «14^1 + a24Wi + «84 ««3 = P- 
Der erste Theil des Satzes ist bewiesen , sobald jede Gerade, 
welche die drei <ieraden J-i Pj , -A2P2, A-zPs schneidet, zugleich 
auch durch die vierte -44P4 geht. 

Jeder Punkt der Geraden AiPi hat eine Gleichung von der 

Form: 

Hi = i^iUi + Pi — 0. 
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Nimmt man nun auf ^i Pi einen Punkt 

n^ = f*iwi + Pi = 

willkürlich an, und bestimmt zunächst fC2 so, dass die Gerade von 
Hl nach 

die dritte Gerade ^3^3 schneidet; dann so, dass HiÜ^ die Gerade 
^4^1 schneidet, so müssen diese Werthe von fia identisch seiQ. 

Damit die Gerade TIiII^ durch A^Pz geht, d. i. einen Punkt 
von der Form 

ila = f*8W3 + P3 = 
enthält , müssen 1I2 Ih^l so bestimmt werden , dass 

indem man die Goefficienten der Coordinaten vergleicht, erhält man 
hieraus das System: 

ai3 == k 0-23 "T ^ f*3 • 

«14 = ka2i + losi. 
Die erste und letzte Gleichung liefern: 

__ f*i 034 — Oii flis , «14 <»12 — (h<h4 

0^12^34 — 024 0^13 »12^4 — 024 013 

Aus der zweiten Gleichung folgt dann: 

g I 

. «12 ^4 — öPi2a84ai3 — ^3 »14 «12 "T f*lÖ24«23 

»i f*2 = — ' 

(ll a34 — «14 ai3 

SoU hingegen die Gerade 11-^^112 durch -^4^4 gehen, so hat man 
ff 2 fi4 Q <5~ gemäss der Identität zu bestimmen: 

' welche das System liefert : 

f*i = Pöl2 + <Jöi4» 

»12 = P f*2 + <^ «24 » 
«13 = P «23 + <^ «34 1 
«14 = ^«24 + Öfi4. 

Aus der ersten und dritten Gleichung erhält man: 

f*l«34 — «13 «14 ^ «13 «12 f*l «23 

p= , 6 = 

«12 «34 — «23 «14 «12 «84 — «23«14 

Substituirt man diese Werthe in die zweite Gleichung, so findet 
man 
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S I 

^12 0^34 0,\2f*U^A^ — Ö34Ö^18%2 "T" f*l 0^23 0^4 



dieser Werth ist in der mit dem unter a) berechneten identisch ; 
q. e. d. 

Der Beweis für den zweiten Satz verfolgt einen ganz ähn- 
lichen Gang. 



CoUineation von Punktgeraden, Strahlenbüscheln und 

Ebenenbüscheln. 

Kurze Darstellung der CoUineation ohne Benutzung homo- 
gener Coordinaten. 

1. Die Punkte zweier Geraden , die Geraden zweier Büs.qjiel, 
die EbBnen zweier Büschel sind collinear verwandt, wenn jedem 
Punkte der einen Geraden ein und nur ein Punkt der andern, jeder 
Geraden des einen Büschels eine und nur eine des andern, jeder 
Ebene des einen Büschels eine und nur eine des andern entspricht. 

2. Collineare Punktgerade. Um die collineare Verwandt- 
schaft zweier Punktgeraden analytisch auszudrücken, wähle man 
auf jeder derselben einen Nullpunkt und setze auf jeder eine posi- 
tive Richtung fest, so dass die Strecke AB zwischen zwei Punkten 
einer Geraden positiv oder negativ gerechnet wird, je nachdem man 
von Ä nach B in der positiven oder in der entgegengesetzten Rich- 
tung gelangt. Jeder Punkt der beiden Geraden ist nun eindeutig 
bestimmt, wenn man Grösse und Vorzeichen seiner Entfernung vom 
Nullpunkte der betreffenden Geraden angiebt. Die verschiedenen 
Punkte jeder Geraden mögen durch Indices unterschieden werden 
und zwar so, dass je zwei entsprechende Punkte denselben Index 
erhalten; mit P* (wo k für verschiedene Punkte verschiedene ganze 
Zahlen bedeutet) mögen die Punkte der einen Geraden, mit P^' der 
Pjt entsprechende Punkt der andern Geraden* bezeichnet werden. 
Sind Ä und J5 die beiden Nullpunkte, so werde AP^ mit y^ B Pj^' 
mit y^ bezeichnet. 
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Der Definition nach besteht zwischen den y und \f entsprechen- 
der Punkte eine Grleichung, die für jede dieser Coordinaten vom 
ersten Grade ist, also folgende allgemeine Form hat: 

a) ayif + 2>3^ H" c/ + d = 0. 

Die Definition und diese Gleichung lehren leicht, dass die 
Punkte zweier Geraden, welche mit denen einer dritten coUinear 
verwandt sind, auch unter sich in coUinearer Verwandtschaft stehen. 

3. Die Collineationsgleichung enthält drei unabhängige Con- 
stante. 'Durch jedes gegebene Paar entsprechender Punkte erhält 
man eine lineare Gleichung der Constanten. Die Collineation zweier 
Punktreihen ist demnach durch drei Paare entsprechende Punkte 
bestimmt. 

Hieraus folgt: Wenn zwei auf einander liegende Punktreihen 
collinear sind und drei Paar entsprechende Punkte gemein haben, 
so sind sie identisch. 

Zwei auf einander liegende collineare Punktreihen haben höch- 
stens zwei Paar sich deckende entsprechende Punkte (zwei Doppel- 
punkte). 

Sind X\X\\ x^x<i^ x^x^' die Abstände vom Nullpunkte (Coordi- 
naten) füi* drei Paar entsprechende Punkte , so ist die Collineations- 
gleichung: 

U/, X ^ X 
Xi Xi 1 

a?2 X2 1 

XzXz\ Xs Xg 1 

Wählt man das eine Paar entsprechende Punkte zu Nullpunk- 
ten, so wird in der Collineationsfonnel a) das Absolutglied d gleich 
Null, die Gleichung also zu 

c) axx' -\- hx -\- ex* = 0. 

Sind ausser den Nullpunkten noch zwei Paar entsprechende 
Punkte XiXi'jX^x/ gegeben, so folgt aus c) die Collineationsgleichung 

X X\ Xy X' 

d) Xi Xi Xi Xi =r 0. 

X2X2 X2 Xi 

4. Entsprechen sich die Nullpunkte Po^o' nnd ausserdem die 
Punktpaare PiPj', P2P2', P3 P/, so ist die Gleichung d) erfüllt: 



b) 



X X y 

Xi Xi\ 

X'2 Xi', 
I 



— 0. 



X2 X2 , X2, X2 
X'^Xi\ «Ja, x^* 



= 0. 
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Man multiplicire die zweite Colonne mit Xi\ die dritte vojt Xi 
und subtrahire die erste Colonne von der zweiten und der dritten. 
Die neue Determinante verschwindet dann gl^chfalls: 



XiiTi, 



0, 







X%Xi\ X^Xx — O^X^t X^Xi — X^X<i 



= 0. 



Diese Determinante reducirt sich auf die folgende : 

= 0, 



X^Xi — ^2X2^ 



X^ Xi -"^ X2X2 



I 



t 



Xz Xi X^Xz , X^ Xi Xz a?3 

d. i. auf die Proportion 

. X2 x^ 
e) : = 

X2 — Xi Xq — Xi 

für die man schreiben kann: 

Pg Po P3 Po 



X2 

X2 — Xi 



Xz 



Xi — Xi 






f) 



P^'Po' Pa'Po' 



P2P1 • P3P1 P2P1' ' Pa'Pi' 
Sind AB CD vier Punkte einer Geraden, so heisst 

CA DA 



CB DB 

das Doppelverhältniss der Funkte AB CD, Demnach ergiebt 
sich der Satz: 

Sind zwei Punktgerade coUinear verwandt, so ist das 
Doppelverhältniss von vier Punkten der einen Geraden 
gleich dem Doppelverhältniss der vier entsprechenden 
Punkte der andern Geraden. 

Wird zu drei festen Paaren entsprechender Punkte Pq Po'i Pi P| ', 
P2P2' jedes andere Paar PI^ so bestimmt, dass die Doppelverhält- 
nisse von P0P1P2P und Po'P/Pj'P' einander gleich sind, so ist, 
wenn man Po Po' zu Nullpunkten wählt : 



X'j 



X 



X2 



X' 



Xi — Xi ' X Xi X2 — 


- Xi ' X* — Xi 


Hieraus folgt: 


m 




X'i X\ — X2 üJa', X2 X\ — 

X Xi X x\ X* Xi — 


X'j X2 

X 7} 


— 0. 



Dies ergiebt weiter: 



Xi Xi\ 











X2 X2 , X2 Xi "^ X2 X2 , X2 X\ ■"* X2 X2 

X a;', X Xi^ — X x\ 



X Xi ~~" X X' 



= 0. 
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Fügt man die erste Colonne zur zweiten, und dritten und divi- 
dirt die beiden letzteren durch x^ und a?i, so folgt 



X\ Xi', Xi, X\ 
X2 X2 ) *^2} '^ 



= 0, 



X X ^ Xj X 

oder bei Anderer Anordnung der Zeilen: 



X x\ 



X' 



Xi Xi 



= 0. 



X, 

Xi Xi 
X2X2 X2 X2 

Demnacli gilt die Umkehrung des obigen Satzes: 

Wird zu drei Paar entsprechenden Punkten -Po -Po'» 
PiP/, JPaPi jedes vierte Paar PP' so bestimmt, dass die 
Doppelverhältnisse P0P1P2-P und Po'Pi'Pg'P' einander 
gleich, sind, so sind die Punktreihen collinear verwandt. 

£s ist folglich dann das Doppelverhältniss von irgend vier 
Punkten der einen Geraden gleich dem der vier entsprechenden der 
andern Geraden. 

5. Dem unendlich fernen Punkte P^ entspricht ein Punkt G\ 
dessen Coordinate ist 

a * 
dem unendlich fernen Punkte P^ entspricht ö, für welchen: 



X = 



a 



Diese beiden Punkte G G\ welche den unendlich fernen Punkten 
P'^JP^ entsprechen, heissen die beiden Gegenpunkte der coUinea- 
ren Geraden. 

6. Das Product der Abstände zweier entsprechenden Punkte 
von den beiden Gegenpunkten ergiebt: 

^■w^ ^»-r^ ( . c\/ / I ^\ , , hx , ex' bc 

^ , , bx , cxf , d ^ ^ , ^ 

Da nun xx^ A = 0, so folgt: 

* a a a 



g) 



GP.G'P = 



hc — ad 

02 



Das_ Product der Abstände zweier entsprechenden 
Punkte von den beiden Gegenpunkten ist constant. 
Man sieht leicht, dass dieser Satz umkehrbar ist: 
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Wird zu zwei Pankten zweier Geraden jedes Paar 
entsprechende Punkte so bestimmt, dass das Prodact der 
Abstände je zweier entsprechenden Punkte von den ge- 
gebenen Punkten constant ist, so sind die beiden Pnnkt- 
reihen collinear verwandt und die beiden gegebenen 
Punkte sind die Gegenpunkte der collinearen Reihen. 

7. Gleiche und entgegengesetzt gleiche entsprechende 
Strecken. 

Um die Enden P^Pi der von zwei entsprechenden Punkien 
PiP\ ausgehenden gleichen Strecken zu erhalten, hat man PjP]' 
so zu wählen, dass 

öPi — GP, = G'p/ — e'Pj'. 

Setzt man abkürzend GP\ = p, Ö'Pi' = p\ so erhält man 

Setzt man dies in 

e'P»'. ffPa =i>.p' 
ein, so erhält man: 

ff P| - Q, - p') ff P2 — pp' = Q. 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind p und — p\ . 

Die erste Wurzel liefert das unbedeutende Resultat Pi^i 
= Pi'Pi'. Die zweite Wurzel liefert mft Hülfe von g) 

ff'P^'zzzr-p, 

und man sieht, dass in der That 

ff Pi — ff P2 = ff'P,' — ff'Pa' = p + jp'. 

Jedem Paar entsprechender Punkte PiP/ ist demnach 
ein und nur ein Paar entsprechende Punkte P2P1' bo 'o- 
geordnet, dass die Strecken PjPi und Pj'Pi' einander 
gleich sind. 

Für die Endpunkte Pi P/ entgegengesetzt gleicher von Pi P\ 
ausgehender Strecken ist 

ff Pi — ffPjj = - (ff'Pi' - ff'Pj') 
ff'P2'=i)' + p— GP^ 
eP|-(p' + P)GP2 +PP' = 0. 

Diese Gleichung hat ausser der nichtssagenden Wurzel p die Wnnel 

GP, = p'. 
Hieraus folgt , 

G'P,' = P, 



I I 
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so daes in der That 

GPi - aP2=— (Ö'P/ - G'Pa') = P — y. 
Jedem Paar entsprechende Punkte Pi P/ ist ein und 
nur ein Paar entsprechende Punkte P2P2' so zugeordnet, 
dass die Strecken Pj Pg und P\ P% entgegengesetzt' 
gleich sind. 

Ist hc — ad positiv oder negativ, so haben CrP und Gr'P für 
jede zwei entsprechende Punkte gleiche oder ungleiche Zeichen.' Im 
erstem Falle schliessen je zwei gleiche entsprechende Strecken die 
Gegenpunkte ein, und je zwei entgegengesetzt gleiche Strecken 
schliessen dieselben aus; im zweiten Falle liegen Gr und G* inner- 
halb von je zwei entgegengesetzt gleichen Strecken und ausserhalb 
von je zwei gleichen Strecken. 

8. Wenn von zwei collinearen auf einander liegen- 
den Punktgeraden ein Paar entsprechende Punkte sich 
decken, so deckt sich stets noch ein und nur noch ein 
Paar entsprechende Punkte. Oder: 

Wenn zwei auf einander liegende collineare Punkt- 
reihen einen Doppelpunkt haben, so haben sie stets und 
nur noch einen Doppelpunkt. 

Denn wenn Pi und Pi sich decken und es fallen die positiven 
Bichtungen der beiden Geraden zusammen, so decken sich die bei- 
den von dem Doppelpunkte Pi Pi ausgehenden gleichen entsprechen- 
den Strecken, ihr gemeinsamer Endpunkt enthält das zweite Paar 
sich deckende entsprechende Punkte. 

Fallen die positiven Richtungen nicht zusammen, so decken 
sich- die vom Doppelpunkte P\ P\ ausgehenden entgegengesetzt 
gleichen Strecken, und ihr Endpunkt liefert den zweiten Doppelpunkt. 
Sind zwei auf einander liegende Punktreihen auf denselben 
Nullpunkt bezogen und haben sie die positive Eichtung gemein, 
so sind die Coordinaten der Doppelpunkte die Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung: 

In Uebereinstimmung mit dem oben Erörterten liefert diese 
Gleichung zwei Doppelpunkte oder keinen Doppelpunkt. In einem 
speciellen Falle können die beiden reellen Wurzeln zusammenfallen. 

Sind die positiven Richtungen gemeinsam, so tritt dieser 

Fall- dann ein, wenn der invariante Quotient ^j negativ 

ist und wenn die beiden Punkte auf einander gelegt werden, für 
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welche p = — !>'. Denn dann sind die von ihnen ausgehenden 
entsprechend gleichen Strecken gleich Null, Anfangs- und Endpunkte 
fallen in einen Punkt. 

9. Aehnliche Punktreihen. Ist in der CoUineations- 
gleichung der Coefficrent des ersten Gliedes Null, so sind die Punkt- 
reihen ähnlich. 

Es haben dann zwei entsprechende Strecken ein constantes 
Verhältniss ; an die Stelle der Gleichheit der Doppelverhältnisse tritt 
die Gleichheit der einfachen Verhältnisse: 

P2 -Po • P2 Pi = -P2 Po * -P2 -Pi • 

In ähnlichen Punktreihen entsprechen sich die unendlich fernen 
Punkte; die Gegenpunkte liegen unendlich fem. 

Auf einander liegende ähnliche Punktreihen haben stets einen 
Doppelpunkt; haben sie denselben Nullpunkt und gleiche positive 
Richtung, so erhält man dessen Coordinate aus 

(b -\- c)x + d = 0. 

Der Doppelpunkt ist unendlich fern, wenn fe = — C; in diesem 
Falle sind je zwei entsprechende Strecken entgegengesetzt gleich, 
die beiden Punktreihen gleichsinnig congruent. 

Dieses Resultat lässt sich mit dem entsprechenden bei nicht 
ähnlichen coUinearen Reihen vereinigen; denn die unendlich fernen 
Punkte einer Geraden (die hier nur als ein Punkt zu zählen sind) 
liegen auf einander und entsprechen sich, bilden also den zweiten 
Doppelpunkt ähnlicher Reihen. 

10. Involutorische Punktreihen. Z'yei coUineare auf 
einander liegende Punktreihen sind involutorisch oder in Involution, 
wenn jedem Punkte TI des Trägers (d. i. der Geraden, auf welcher 
die beiden Punktreihen liegen) ein und derselbe Punkt 77i entspricht, 
gleichviel, ob man TI als einen Punkt des ersten oder des zweiten 
Systems ansieht. 

Hieraus folgt, dass bei involutorischen Punktreihen die Gegen- 
punkte zusammenfallen. Es ist demnach 

_& £ <lft 

a a ' * " 

Die CoUineationsgleichung wird demnach zu 

i) ax^ -f h{x -\- X*) + d = 0. 

Die nach dieser Gleichung bestimmten entsprechenden Punkte 
genügen der obigen Definition; denn die Gleichung ist symmetrisch 
für X und x\ 
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Sind demnach bei zwei auf einander liegenden gleichgerichteten 
cöUinearen Punktreihen die Gegenpunkte in einem Punkte des Trä- 
gers vereint, so befinden sich die Punktreihen in Involution. 

Der gemeinsame Gegenpunkt zweier involutorischen Reihen 
heisst der Centr alpunkt derselben. 

Zwei involutorische Punktreihen sind durch zwei Paar ent-. 
sprechende Punkte bestimmt. Sind PiP\\ P^P^* als Paare ent- 
sprechender Punkte zweier involutorischer Reihen gegeben, so ist 
die Involutionsgleichung für die Coordinaten von je zwei ent- 
sprechenden Punkten: 

X Ulf, {x -{- x'), 1 

k) iCiiCi' (xi 4- a:iO 1 = 0. 

x.2x/ (x.2 + iCjO 1 
Ist C der Centralpunkt, so gilt für je zwei entsprechende Punkte 

1) cP.GP' = ^-^^=^. 

Je nachdem 6^ — ad positiv oder negativ ist, haben die beiden 
Reihen zwei oder keinen Doppelpunkt. 

Sind zwei Doppelpunkte vorhanden, so sind ihre Coordinaten 
die beiden Werthe von 



V 



b» — ad 



«2 ' 

mithin ist der Centralpunkt die Mitte der beiden sich deckenden 
entsprechenden Strecken. 

Sind A imd B die beiden Doppelpunkte und P und P' zwei 
entsprechende Punkte, so folgt aus dem Umstände, dass den Punk- 
ten P und P', als Punkte der einen Reihe betrachtet, die Punkte P' 
und P der andern Reihe entsprechen (nach der Definition zweier 
involutorisch verwandten Reihen), die Beziehung: 

PA P'A _ PA PA 

PB' P'B~ PB' PB' 
Dies ist nur möglich, wenn 

PB' PB ^ 

Da nun P und P' zwei verschiedene Punkte sind, so kann das Doppel- 
verhältniss der Punkte ABPP den Werth + 1 nicht haben; es 
ißt demnach: 

PA PA 



PB PB 

Dies ergiebt den Satz; 
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In zwei aufeinander liegenden inyolntorischenPunkt 
reihen mit zwei Doppelpunkten ist jedes Paar ent 
sprechende Punkte den Doppelpunkten harmonisch con- 
jugirt. 

Man sieht leicht, dass man diese Schlussfolgerungen umkehrei 
kann; es folgt dann der Satz: 

^ Wenn man zwei Punktreihen auf derselben Geraden sc 
construirt, dass jedes Paar entsprechende Punkte einem 
festen Punktpaare harmonisch conjugirt ist, so sind die 
beiden Punktreihen in Involution und haben das feste 
Punktpaar zu Doppelpunkten. 

11. Collineare GeradenbüscheL Um die Collineation 
zweier Geradenbüschel analytisch auszudrücken, hat man die Lage 
der Geraden eines Büschels durch ein Bestimmüngsstück (Coordi- 
nate in weitester Bedeutung) zu charakteiisiren , das so beschaffen 
sein muss, dass zu jeder Geraden des Büschels ein und nur ein 
Werth der Coordinate, und zu jeder zwischen — oo bis -f- oo ent- 
haltenen Coordinatfr eine und nur eine Gerade gehört. 

Hierzu empfiehlt sich z. B. das Verhältniss der Abstände einer 
Geraden von zwei festen Punkten, die mit dem Büschelcentrum 
nicht in derselben Geraden liegen; wobei man dieses YerhältniBS 
positiv oder negativ zu nehmen hätte, je nachdem die Gerade bei 
dem Punkte auf derselben oder auf verschiedenen Punkten der 
Geraden liegen. Diese Bestimmungsweise schliesst sich den homo- 
genen Plancoordinaten an. 

Ebenso verwendbar ist die Tangente (oder Cotangente) des 
Winkels, den die Gerade mit einer beliebig gewählten Büschelgera- 
den (der Nullgeraden) bildet, wobei eine Drehungsrichtung für posi- 
tive Winkel, die entgegengesetzte für negative Winkel zu verwen- 
den ist. 

In den folgenden Untersuchungen wird von dieser letztern Be- 
stimmungsweise Gebrauch gemacht. 

12. Sind V und xl die Tangenten der Winkel, welche zwi 
entsprechende Strahlen T und T' mit den Nullsi^ahlen der Busch 
bilden , so ist der analytische Ausdruck für die Collineation de 
Strahlen der beiden Büschel die CoUineationsgleichung: 
a) avv^ 4" ^^ + ^^' + ö( = 0. 

Die Collineation ist demnach durch drei Paar entsprechend 
Strahlen bestimmt. 

Sind die entsprechenden Strahlenpaare Tx T/, T^ Tj', Ts T^ g& 
geben, so ist die CoUineationsgleichung 
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b) 



V v\ 


V, 


v\ 


1 


tTlt?/ 


f>l 


w 


1 


V2V/ 


v, 


w 


1 


VzVz 


Vi 


vz' 


1 



= 0. 



Sind die Nullstrahlen eDt^prechend, so lautet die Collineations- 
gleichung 

c) avv' -\- hv -\- cv' = 0. 

Sind noch ausserdem zwei Paar entsprechende Strahlen Tj Ti', Ta T^' 
gegeben, so erhält man die Gleichung in Determinantenform: 



d) 



Vi Vi Vi Vi 



= 0. 



1^2 ^2 ^2 Vi 

13. Aus der Gleichiftig d) gewinnt man die Gleichung 



V3 



«?3 



V2 



Vs 



V2 — Vi Vs — Vi 



V2 ^ Vi Vs — Vi 

Berücksichtigt man nun, dass 

wobei von Vi -\- v^ der negative oder positive "Werth zu nehmen 
ist , je nachdem ardan v zwischen 90^ und 270® liegt oder nicht, so 
ergiebt die obige Gleichung: 



e) 



sin Tg Ti 
Der Quotient 



sin Tj To sin T3 Tq sin T^ Tq sin T3' To' 
^ sin tTTi sin tTTi sin T^Ti 



/ \ r N 

sin CA sin CB 



Dem- 



sinBA sinJDB 

heisst das Doppelverhältniss der vier Geraden AB CD. 
nach lehrt die Gleichung e) : 

In zwei collinearen Büscheln ist das Doppelverhält- 
niss von je vier Strahlen des einen Büschels gleich dem 
Doppelverhältniss der vier entsprechenden Strahlen des 
andern Büschels. 

Man kann diesen Satz umkehren und erhält: 

Wenn jedes Paar entsprechender Strahlen TT* zweier 
ßüschel zu drei Paar entsprechenden Strahlen 2i Ti , 
T2 22', Tz Tz so bestimmt wird, dass das Doppelverhältniss 

Heger, Analytische Geometrie. ^0 
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der Strahlen Ti Tg T3 2" gleich dem der Strahlen Ti' T^' T^ f 
ist, so sind die beiden Büschel collinear verwandt; es ist 
dann das Doppelverhältniss von irgend vier Strahlen des 
einen Büschels gleich dem Doppelverhältniss der vier ent- 
sprechenden Strahlen des andern Büschels. 

14. Gegenstrahlen. Aus der CoUineationsgleichung 

avv' -\- hv -\' cv* ■= 

folgen die zusammengehörigen Werthe 

f; = 00, ^7' = 

a 

a • 

Dieselben lehren, dass zwei rechtwinklige Strahlen des einen 
Büschels im Allgemeinen zwei nicht rechtwinkligen des andern ent- 
sprechen. 

Denn die Gleichung zwischen den Coordinaten zweier ent- 
sprechenden Strahlen ist für jedes beliebige Paar entsprechender 
Nullstrahlen von der Form c); und für die Normale zum Nullstrahl 
in jedem Büschel ist die Coordinate als Tangente eines rechten 
Winkels unendlich gross. 

Es kann daher nur eine beschränkte Anzahl entsprechende 
rechte Winkel geben. Man erhält dieselben, wenn man die Col- 
lineation sgleichung zu solchen Nullstrahlen transformirt , für welche 
der Coefficient des Products der Coordinaten verschwindet. 

Haben die neuen Nullstrahlen die Coordinaten m und m', so dass 

f) amw! 4" &*w + cm* = 0, 

so sind V und v' zu ersetzen durch - — ; und : ; — -. , wenn 

1 4" ^w» 1 + V m' 

die in diesen Quotienten enthaltenen Werthe v und v' die Coordi- 
naten zweier entsprechenden Strahlen in Bezug auf die neuen Null- 
strahlen sind. 

Durch diese Substitutionen erhält man die CoUineationsgleichung 
für die neuen Nullstrahlen zunächst in der Form: 

(v — m) (v' — m') V — m v* — m* _ 

"*(! + vm){\ + v'm') ^ ^1 + vm "^ S + v'W 

Erweitert man dieselbe mit (1 + vm)(^l -j- v'm') und berücksich- 
tigt f),' so erscheint sie unter d^r Form 

Avv' + Bv + Cv^ = 0, 
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worin sich vorfindet 

g) Ä = a -{- hm! -|- cm. 

Die Coordinaten der Strahlen, deren Normalen sich entsprechen, sind 
demnach die Wurzeln des Systems 

amm' 4- hm A- cm' = 
a -f hm' -^ cm = 0, 

Sind nun WifWi' ein Wurzelsystem von h), so sind — und — j das 
zweite System; denn es ist: 

a — • — : 4- h h c—r = -,(a 4- hm/ 4- cwi) =,0 

Wi f»i m m Wi»Wi 

'111 
mi m mi m 

Da nun zwei Strahlen, deren Coordinaten reciprok sind, rechte 
Winkel bilden, so folgt der Satz: 

In zwei collinearen Strahlenbüscheln giebt es im All- 
gemeinen nur ein Paar entsprechende rechte Winkel. 

Diese entsprechenden Normalstrahlen mögen mit Q-i ff 2 G-i Gr^' 
bezeichnet und als Gegenstrahlen der beiden Büschel angeführt 
werden. 

Werden demnach zwei entsprechende Gegenstrahlen als NuU- 
strahlen gewählt, so ist die Collineationsgleichung : 

i) hv + cv' = 0. 

15. Wählt man zwei nicht entsprechende Gegenstrahlen, z. B. 
ffi und ©2', zu Nullstrahlen, so sind der Winkel Gi Ti und 
( — (t2'^i) komplementär; mithin erhält man die CoUiueations- 
gleichung, wenn man in i) die auf Gi bezogene Coordinate durch 
das negative Reciproke der auf Ö2' bezogenen ersetzt; bezeichnet 
man diese Coordinate wieder mit t^', so erfolgt die Collineations- 
gleichung mit den Nullstrahlen GiG% 

k) hvv* •— c = 0, 

Hieraus folgt der Sat^: 

Die Tangenten der Winkel zweier entsprechenden 
Strahlen mit zwei nichtentsprechenden Gegenstrahlen 
haben ein constantes Product. Oder: Die Tangenten der 
Winkel zweier entsprechenden Strahlen mit zwei ent- 
sprechenden Gegenstrahlen haben ein constantes Ver- 
hältniss. 

10* 
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16. Entsprechende gleiche und entgegengesetzt 
gleiche Winkel. Um die Strahlen zu finden, die mit den ent- 
sprechenden Strahlen Ti T\ gleiche Winkel bilden, nehme man 
jfi Ti zu Nullstrahlen; die Collineationsgleichung sei alsdann 

avv' + ^v + cv' = 0. 

Für die gesuchten Strahlen ist t? = t;'; mithin sind dieselben die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 

av^ -f (5 + c)v = 0. 

Dieselbe liefert ausser der nichtssagenden Jjösung v = noch eine 
Wurzel 

— _ ^ +g 
a 

und lehrt : 

Jedem Paare entsprechender Strahlen ist ein un^ nar 
ein Paar entsprechende Strahlen so conjugirt, dass die 
beiden Strahlen des einen Systems denselben Winkel ein- 
schliessen, wie die entsprechenden Strahlen des andern. 

Um die entsprechenden Strahlen zu erhalten, welche mit TiT\ 
entgegengesetzt gleiche Winkel bilden, hat man in 

avv* ■\- hv -\- cv' = 

zu setzen t;' = — v. 

' Demnach folgt v aus der Gleichung 

^ av^ + (6 — c) t; = 0, 
welche nur die eine brauchbare Wurzel hat: 

a 

Hieraus folgt: 

Je einem Paare entsprechender Strahlen ist ein und 
nur ein Paar entsprechende Strahlen so conjugirt, dass 
der Winkel der Strahlen des einen Büschels dem Winkel 
der entsprechenden Strahlen entgegengesetzt gleich ist. 

17. Doppelstrahlen concentrischer collinearer BüscheL 
Aus den Sätzen der vorhergehenden Nummer folgt: 
Haben zwei auf einander liegende collineare Büschel 

ein Paar sich deckende Strahlen (Doppelstrahlen), so 
haben sie noch ein Paar sich deckende Strahlen, 



CoUineation von Punktgeraden, Strahlenbüscheln etc. 149 

Denn decken sich Tj und jT/ und fallen die positiven Richtun- 
gen der Büschel zusammen, so decken sich die beiden entsprechen- 
den Strahlen Tg Tg', für welche 

tTti = tTti\ 

welche stets und nur ein Mal vorhanden sind. Fallen hingegen die 
positiven Richtungen der Büschel nicht zusammen, so decken sich 
die Strahlen T3 Tg', für welche 

T^Ti = - tTTi\ 

welche ebenfalls stets und nur ein Mal auftreten. 

Zwei concentrische collineare Büschel können durch 
Drehung in der Ebene sowie durch Umwenden im Räume 
und nachherige Drehung in der Ebene auf unzählige ver- 
schiedene Weisen in eine solche gegenseitige Lage ge- 
bracht werden, dass sie zwei DoppelstrahJen besitzen. 

Denn vollendet das eine Büschel eine Umdrehung, so kommt 
nach einander jedes Paar entsprechende Strahlen zur Deckung; in 
jedem solch'en Falle lässt sich der obige Satz anwenden. 

Werden zwei auf einander liegende Büschel auf dieselbe Null- 
gerade bezogen, so lautet die Collineationsgleichung 

avv^ + dt; + et?' + ^ = 0; 

dieselbe liefert Doppelstrahlen für v = v\ also sind die Coordinaten 
derselben die Wurzeln der Gleichung 

av^ + {h -\- c)v + d = 0. 

Hieraus folgt, dass st^s zwei Doppelstrahlen oder kein Doppelstrahl 
vorhanden sind; letztere tritt ein, wenn 

(5 +- c)2 — 4at?< 0. 

18. Involutorische Büschel. Die Strahlen von zwei con- 
centrischen collinearen Büscheln sind involutorisch oder iu In- 
volution, wenn jeder durch das gemeinsame Centrum gelegten Ge- 
raden T derselbe Strahl entspricht, wenn man T zum ersten oder 
zum zweiten Systeme rechnet. 

Bezieht man die Büschel auf denselben Nullstrahl und giebt 
ihnen dieselbe positive Richtung, so tritt dies dann und nur dann 
ein, wenn die Collineationsgleichung für v und t?' symmetrisch ist. 
Demnach ist die Gleichung für die Coordinaten involutorischer 
Büschel, bezogen auf denselben Nullstrahl, von der Form: 

1) avv' + h(v + V*) + d = 0. 
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/ Wählt man einen neuen Nullstrahl, der gegen den ursprüng- 
lichen die Coordinate m hat, so erhält man die Involutionsgleichimg 
für diesen neuen Strahl, indem man t? und «?' durch 

V — m _ v' — m 

und 



ersetzt. Die neue Gleichung lautet demnach : 

a(v — m)(v' — m) + h[(v — m)(l + v'm) 

+ (v' — w)(l + vm)] + d(l + vm) (1 + v'm) = 0. 

Diese Gleichung ist ebenfalls symmetrisch für v und«?'; sie bestätigt, 
dass die involutorische Lage der Büschel von der Wahl des Null- 
strahls nicht abhängt, und dass in Bezug auf jeden beliebigen Null- 
strahl die Coordinaten entsprechender Strahlen eine Gleichung von 
der Form wie k) erfüllen. 

Aus der Definition und den vorhergehenden Sätzen ersieht man 
ferner, dass hier je zwei entgegengesetzt gleiche entsprechende 
Winkel sich so decken, dass die nicht entsprechenden Schenkel auf 
einander liegen. 

Insbesondere decken sich je zwei nichtentsprechende Gegen- 
strahlen. 

Man kann diesen letztern Satz auch umkehren: 

Decken sich in zwei concentrischen collinearen 
Büscheln zwei nichtentsprechende Gegenstrahlen (also 
auch die beiden andern), so sind die Büschel in Involution. 

Denn wählt man zwei auf einander liegende nichtentsprechende 
Gegenstrahlen zu Nullstrahlen, so lautet die CoUineationsgleichung 
(Nr. 15, k) 

hvv^ — c = 

una ist also in der That symmetrisch für v und -v\ 

Die letztere Gleichung liefert für v = v' die Coordinaten der 
Doppelstrahlen involutorischer Büschel und lehrt: 

Zwei involutorische Büschel haben zwei oder keine 
Doppelstrahlen. Sind Doppelstrahlen vorhanden, so lie- 
gen sie symmetrisch gegen je zwei' nichtentsprechende 
Gegenstrahlen. 

Die Involution ist durch zwei Paar entsprechende Strahlen be- 
stimmt; sind deren Coordinaten t'it'i', «^2^2'» so lautet die Involu- 
tionsgleichung 

m) Vi v^ i\ ^^ vx \ =^ 0. 



V v\ 


V 


+ 


v\ 


1 


Vi Vi' 


n 


+ 


Vi' 


1 


V2V2' 


Vi 


•f 


v^ 


1 
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19. Collineare Ebenenbüschel. Alles hier über collineare 
und involutorische Geradenbüschel Gesagte lässt sich auch auf 
Ebenenbüschel anwenden. Nur hat man überall für Strahl oder 
Gerade zu setzen Ebene, für Büschelcentrum Büschelaxe (gemein- 
schaftHche Gerade der Ebenen des Büschels), für concentrische Büschel 
coaxiale Bü-schel. 

20. Zwei Paar involutorische Elemente Ei Ei\ EjE^ (Punkte, 

Geraden, Ebenen) zweier auf einander liegenden collinearen Gebilde 

der besprochenen Art (Geraden, Büschel) sind involutorisch, wenn 

El und JE^', sowie E2 und Ei sich decken, in Uebereinstimmung 

mit der obigen Definition der Involution der ganzen Gebilde. Sind 

zg! die Coordinaten der Elemente, bezogen auf dasselbe Nullelement, 

so sind zwei involutorische Paare vorhanden, wenn die Collineations- 

gleichung 

aez' + 5ier + c/ + d = 

erfüllt vrird für z = Zi^ s^ =^ ei\ sowie für 

Z2 = ^1 » ^2 ^^^^ ^1* 
Hieraus folgt für Zi und Zi der Verein der Gleichungen : 

azi Zi + hzi + c^/ + ^ = 
azi Zi + hzi -f cjeri -f ^ ='0. 
Die Differenz dieser Gleichungen liefert: 

(6-c)(^, —;?,') = 0. 

Dies ergiebt 

h — c = 0, oder Zi — Zi = 0. 

Demnach kommen involutorischePaare bei collinearen 
Gebilden im Allgemeinen nicht vor (denn die Lösung Ziz=Zi' 
ist unbedeutend); nur bei involutorischen Gebilden treten sie auf 
und zwar in unendlich grosser Anzahl. 

21. Folgender Satz ist für die Untersuchung von Büscheln 
oder Schaaren von Flächen zweiter Ordnung brauchbar. 

Sind die eindeutigen Coordinaten zs/ der entsprechen- 
den Elemente zweier auf einander liegenden collinearen 
Gebilde der obigen Art so beschaffen, dass sie einer 
quadratischen Gleichung der Form genügen: 

n) A(ai^2 + hiz + Ci) + i>'{(h«^ + ^2^ + <^) = 0, 

worin aibiCi 026202 gegebene, k^L willkürlich variable Zah- 
len sind, so sind die beiden Gebilde in Involution. 

Denn seien Zi Zi\ z^ z^, z^ z^ die Coordinaten von drei ent- 
sprechenden Elementpaaren, und sind A^ ftit die Werthe von A und ft. 
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für welche die Gleichung n) die Wurzeln etZt gewinnt, so isjb nach 
der Voraussetzung und nach n): 

o) 



^*«i + /**«« 



Zk -r Zu = — . I » ^ • 



Da nun die Determinante 



kl c, + fii Cj kl Ix + fii 1^2 



^8 gl + f*3 ^2 ^3^1 -f fl3^2 ^ 

Agai -f- f*3«2' ^8«! + f*3Ö2' 

unabhängig von den Werthen A^ ft*, ai 2)i C] o^ 2)2 ^2 verschwindet, und 
dieselbe nach n) ^identisch ist mit 

Zi Zi\ {ßx 4- z^\ 1 

^2^2'» (^2 + ^2')» 1 
^3^3', {zz + x^sO, 1 

so erfüllen demnach die Coordinaten von je drei Paaren entsprechen- 
den Elementen die Bedingungsgleichung der Involution, q. e. d. 



§.2. 

Darstellung der CoUineation mit Benutzung homogener 

Coordinaten. 

22. Sind Xa^ib ^lA^^vit ^its^M die Coordinaten dreier 

entsprechenden Punkte einer Geraden in der Ebene 

(Ä = 1, 2, 3) oder im Räume {k = 1, 2, 3, 4), bestimmt man 

ferner C(i 0(3, ßißi^o, dass 

« 

Xks = OtiXti + CCiXki, «1 4- «2^== 1, 
^ks = ßi^ki + fta^k ßl + ßi = 1, 

und bildet die Coordinaten für je zwei entsprechende 
Punkte nach den Formeln 
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^* = 5 

r 
<y = Ai «1 + A2 flfj, r = Ai ^1 + Aj ^j, 

so sind die beiden Punktgeraden collinear verwandt. 
Denn nach früheren Sätzen gelten die Gleichungen: 

P^_ß2 P,'P _ hß2 

mithin ergiebt sich die Gleichheit der Doppelverhältnisse 
P3P1 PPi Ps'Pi' P'P,' 






P3P2 • PP2 P8'P2' * P'P2^ 

demnach sind die Punktreihen collinear. 

Da hierbei drei willkürliche Paare entsprechende Punkte auf- 
treten, sa wird hierdurch der allgemeine Fall der Collineation zweier 
Pnnktreihen dargestellt. 

23. Ebenso beweist man folgende Sätze: 

Sind Ti Ti', T2 T2', Ta ^3' drei Paar Gerade zweier Büschel, 
bestimmt man ferner aia2',J>i^2 so, dass 

UiB = UiUii + «2^*2, «1 + «2 = 1, 

uis = l>i wii + ^2 wi2, &1 + 62 = 1, 

und bildet man die Coordinaten für je zwei entsprechende 
Strahlen nach den Formeln 

Uic = — 

b) ^ 

^j hh^kl + hh^'ki 

i 

S = Zj ai + ^2 «2. * = ^1 61 + I2 ^2, 

so sind die beiden Büschel collinear verwandt; es ist auf 
diese Weise der allgemeine Fall der Collineation dar- 
gestellt. 

Sind «iittii, w*2wi2, Wk^Is die Coordinaten dreier Ebe- 
nen eines Büschels, bestimmt man 0102, &i l>2 so, dass 

«A3 = aiUki + a2«*2, «1 + «2 = 1, 
wis = hiu*ki + 5.2wi2, bi + ba = 1, 








.d) und e), wesn A und A' 

sind: 



Eichung^eii fol^ ' 
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sinR7B2' ^^' ^i 
sinBTB' häi r/ 

Hieraus folgt das Merkmal collinearer Büschel: 

sinB^x sinBRi sin bT^Ri sin iFBi 
sin Bz B2 sin B B^ sin B^' B^' sin B! B^ 

25. Zwei collineare Punktreihen werden von je zwei 
beliebigen Punkten aus durch collineare Büschel projicirt; 
in denselben entsprechen sich die Projicirenden ent- 
sprechender Punkte. 

Man denke sich zwei collineare Punktgerade beliebig im Raum 
and von zwei beliebigen Kaumpunkten aus projicirt. Man lege 
dnrch jedes Projectionscentrum und die von ihm aus projicirte 
Gerade eine Ebene und bringe diese beiden Ebenen zur Deckung. 
Statt in der frühern allgemeinern Lage kann man die Collineation 
auch in der neuen bequemeren untersuchen. 

Auf ein beliebiges Axendreieck der gemeinsamen Ebene be- 
zogen, seien |i|i die Coordinaten der Projectionscentra, XiXi\ x^oc^, 
flfn x'n die Coordinaten von drei Paaren entsprechender Punkte. Dann 
sind die Gleichungen der Projectionsstrahlen je zweier entsprechen- 
den Punkte: 



T = 



h) 



T= 



Xi ^ X2 Xg 

ll £3 b3 

^\^lXii-\-^CC2Xi2y ^1«! ^1 + ^2 ^2 ^2» ^1 «1 iPsi "l'^^^S? 

f ^ f 



= 



= 0. 



X\ x^ X-^ 

li I3 Is 

^i/Si^ii+^aftxla, ^i/'ia;2i+^2^2^22, ^ißl^Si+X^ßi^n 

Sind ^,At- die Multiplicatoren , durch welche die Gleichungen der 
Punkte 5*^w und Ji^ii von der Determinantenform 



Xi 


X2 Xg 




ll 


b2 $8 


0, 


Xu 


X2i Xzi 





Xi X2 Xz 

ll $S b3 
Xu fl?2i Xzi 



= 



auf die Normalform gebracht werden, und bezeichnet man dieselbe 
^ ^kXjd mit T,-, für liici,- mit T/, so erhält man aus h), wenn man 
rechts mit ^.3 und A^* dividirt: 
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T =K 



T =K 






r, -f-ii 



^.'^ 



>r/ + i. 






^'A 



Tj =0 



j Tj' = 



9U 



in UeberematimmiiiLg mit dem Satze ^t, 24. 

26. Zwei eoIIinearePnnktreiiieii werden toh beliebi- 
gen Axen ans dnreh zwei eollineare Ebenenbüsebel pro- 
jicirt; e» entspreehen sich dabei die Ebenen, welche ent- 
sprechende Pnnkte projiciren. 

Seien in^a^ die Coordinaten for zw« Pmkte der einen, &S2 
zwei Pnnkte der andern Axe^ Xjti^k die CcMirdinaten enlspredieDder 
Pnnkte der beiden eoDinearen Geraden ^ ao sind die Gleichungen for 
die projieirenden Ebenen zweier entsprechender Pnnkte: 



T = 



i) 



jr* 



X» 



r= 



£11 &i &i £41 

£12 ^a &2 £4} 

X\ »• -Ti *4 

iii 5i 5i 1*1 

|i3 S2 £33 & 

il,ft:rii+>^ftj^i2, i^iAar'a+^ft-f'ii. Aift^i+i^ftoc'a. ^A^4i+^ft^tf 

Sind Tj = 0, IT = die Gleichungen der Ebenen lala^ij 
und Sti Si± ^a ^ Nonnalfornir Ai A't die. IXirisoren, welche die 
Xormalform ans der Detenninantenform herstellen , so liefern die 
Formeln i): 

«1 _ . 1X9 



r, = 






Ti + 



-^»^5 

ft 



r, =0 



^»' = :i7i7 ^'' "•" i.'A 



7r,' = o 



T = 



I,B, 



in Uebemnstimmnng mit Xr. 24. 



T, + 






T, =0 



2" -I- 

Ai A% A^ A% 



1 T4 = 0, 



r 
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27. Zwei coUineare StrahlenbüBcbel werden von zwei 
Geraden in collinearen Punktreihen durchschnitten; es 
entsprechen sich die auf entsprechenden Stral^len gelege- 
nen Punkte. 

Man denke sich die beiden Büschel in derselben Ebene. Sind 
Wtittisj w*iwi2 die Coordinaten v.^n zwei Paar entsprechenden Strah- 
len, UjtsU^s die eines dritten Paares 

sind femer u^; und ui die Coordinaten der durchdringenden Geraden, 
so haben die Durchschnittspunkte je zweier entsprechenden Strahlen 
die Gleichungen: 



P = 



k) 



Wl U2 «8 

«1 Ua Us 

h ^1 Wll + ^2 Ö2 ^12» ^1 ö^l **21 4" ^2 Öf2 %2» ^1 ^1 %1 + ^2 0^3 ^2 



= 



P'- 



Wi % % 



Ui Ui Us 

ifl fei «11 -}- Zj ^2 ^12, ^1 ^1 «<21 + ^2 2>2 ^22, ^1 ^1 **31 + ^2 ^2 «32 



= 0. 



Diese Gleichungen lassen sich ebenso wie die in Nr. 25 mit den 
Formeln von Nr. 24 in Uebereinstimmung bringen. 

28. Zwei collineare Ebenenbüschel werden von zwei 
Geraden in collinearen Punktreihen geschnitten ; die 
Schnittpunkte entsprechender Ebenen sind entsprechende 
Punkte. 

Sind Uiiu'jtu %2w42, ^k^^U die Coordinaten von drei Paar ent- 
sprechenden Ebenen und 

Ujts = dl Uli + 02^*2 
U'its = 6i Ukl + ^2 ^k2i 

Sind ferner U*iUi2 zwei Ebenen, welche sich in der einen, u^iU^a 
zwei Ebenen, welche sich in der andern Burchdriagungsgeraden 
schneiden, so sind die Gleichungen für die Durchschnittspunkte 
zweier entsprechenden Ebenen: 
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P = 



1) 



P'= 



«12 



1*2 


t*3 


«4 


U21 


USi 


«41 


U22 


«3« 


«42 



Uli 
«12 



«2 

«21 

«22 



«31 

«S2 



«il 
«42 



^1 ^1 Wll + ^2 ^ «*ia» ^1 ^1 ^1 + ^2 ^i ^22, h h Wai -f ^2 h **32» ^ ^1 ^41 + k h^ii 



Biese Gleichungen werden ganz so wie die in Nr. 26 auf die Formen 
von Nr. 24 gebracht. 

29. Zwei collineare Ebenenbüschel werden von zwei 
£benen in collinearen Strahlenbüscheln geschnitten. Es 
entsprechen sich die Schnitte entsprechender Ebenen.. 

Zwei collineare Strahlenbüschel werden von zwei 
durch je ein Centrum gelegten Axen aus von collinearen 
Ebenenbüscheln projicirt. Es entsprechen sich die Pro- 
jicirenden entsprechender Strahlen. 

Um beide Sätze zu beweisen, lege man durch die beiden 
Strahlenbüschel je eine Gerade ; diese beiden werden von den ent- 
sprechenden Ebenen der Büschel des ersten und den entsprechen- 
den Strahlen der Büschel des zweiten Satzes in collinearen Pnnkt- 
reihen geschnitten, und mithin sind die Strahlenbüschel des ersten 
und die Ebenenbüschel des zweiten Satzes collinear, denn sie proji- 
ciren collineare Punktreihen. 

30. Wenn zwei collineare Gerade sich in einem selbst 
entsprechenden Punkte schneiden, so liegen sie perspec- 
tivisch, d. h. die Verbindungsgeraden je zweier ent- 
sprechenden Punkte gehen durch einen Punkt. 

Im Schnittpunkte mögen sich die entsprechenden Punkte Pi Pi 
decken; man verbinde irgend zwei Paar entsprechende Punkte Pj -^9 
und PgPa'« Vom Schnittpunkte beider Geraden P2P2' und FiPt 
projicire man beide Büschel. Dadurch erhält man zwei concentri- 
Bche collineare Büschel, welche drei Doppelstrahlen haben, nämlich 
die nach den Punkten PiPi', P2p2'? ^3^3', mithin sind die beiden 
Büschel identisch, und es fallt demnach der Projectionsstrahl irgend 
eines Punktes P mit dem des entsprechenden jRf zusammen, q. e. d. 

31. Wenn drei (nicht in derselben Ebene enthaltene) col- 
lineare Gerade sich in einem selbs|i entsprechenden 
Punkte schneiden, so liegen die drei Geraden perspec- 
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tivisch; d. i. die Ebenen durch je drei entsprechende 
Punkte bilden ein Büschel. 

Im Schnittpunkte seien die entsprechenden Punkte PiP\ P\" 
vereint. Man lege die £benen dui*ch die entsprechenden Punkte 
P^P^^^'i sowie durch PgPs'Pa". Von der Schnittlinie dieser 
Ebenen aus projicire man die drei Punktreihen. Dadurch erhält 
man drei coaxiale Ebenenbüschel, welche drei Doppelebenen haben, 
nämUch die Ebenen nach dem Punkte PiPi'P/', sowie die nach den 

Punkten P2P%P2* und P^PzPf/'^ 

32. Ebenso beweist man die folgenden Sätze: 

Wenn die Verbindungsgerade der Centra zweier col- 
linearen Büschel sich selbst entspricht, so liegen die 
Büschel perspectivisch, d. h. die Punkte, in welchen sich 
je zwei entsprechende Strahlen schneiden, bilden eine 
Gerade. 

Wenn die Axen zweier collinearen Ebenenbüschel 
in derselben Ebene liegen nnd diese Ebene sich selbst 
entspricht, so liegen die Durchschnittsgeraden je zweier 
entsprechenden Ebenen auf einer Ebene. 

Wenn die Axen dreier collinearen Ebenenbüschel in 
derselben Ebene liegen und diese Ebene sich selbst ent- 
spricht, so liegen die Durehschnittspunkte je dreier ent- 
sprechenden Ebenen in einer Geraden. 

33. Die entsprechenden Strahlen zweier collinearen 
iii derselben Ebene enthaltenen Büschel schneiden sich 
im Allgemeinen (wenn sie nicht perspectivisch liegen) in den 
Punkten eines Kegelschnitts, der durch die beiden Bü- 
schelcentra geht. 

Denn in irgend einer Geraden sind höchstens zwei Punkte der 
fraglichen Curve enthalten. 

Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte 
zweier collinearen Geraden umhüllen im Allgemeinen 
(wenn die Geraden nicht perspectivisch liegen) einen Kegel- 
schnitt, der die beiden Geraden berührt. 

Denn durch irgend einen Punkt der Ebene gehen höchstens 
zwei Umhüllende der Curve. 

34. Man beweist leicht apogogisch die Umkehi'ungen dieser Sätze : 
Die Punkte eines Kegelschnittes werden von je zwei 

Punkten des Kegelschnittes aus durcbr collineare Büschel 
projicirt. 

Die Tangenten eines Kegelschnittes durchdringen 
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je zwei Tangenten des Kegelschnitts in collinearenPnnkt- 
reihen. 

Yon den Sätzen 32) und 33) ausgehend und mit Benutzung der 
Torangehenden CoUineationssätze gelangt man durch vorynegend 
geometrische Schlüsse zu einer umfassenden und überaus reichhalti- 
gen Betrachtung der ,Curven zweiter Ordnung. Man vergleiche 
hierüber z. B. die synthetisch - geometrischen Werke von Steiner 
und Reye. 

35. Die entsprechenden Ebenen zweier coUinearen 
Büschel, deren Axen sich nicht treffen, schneiden sich in 
Punkten eines einschaligen Hyperboloids. Die sämm 
liehen Schnittgeraden bilden das eine System von uich- 
schneidenden Geraden, die beiden Büschelaxen gehören 
zu dem andern System. 

Sind die Polynome der Gleichungen von drei Paar ent- 
sprechenden Ebenen in Normalform Ti Ti', T^ la', Tz T^\ und ist 

Tg = «1 Ti + «2 Ta = 0, 
Ts' = ßiTi' + ß2T,' = 0, 

so erfüllen die gemeinsamen Punkte je zweier entsprechenden Ebe- 
nen folgende Gleichung eines einschaligen Hyperboloids: 

m) «i/Ja Ti Tg' — «aft Ta T/ == 0. 

Denn diese Gleichung wird erfüllt durch die Punkte, für welche 

zugleich 

Ti = und Ti' = 0, 
oder: ^2'= und T,' = 0, 

oder: 

T3*= «1 Ti + «2 T2 = und T3' = ßi Ti' + ßi Ta' = 0, 
oder: 

T = Ai «1 Ti + A2 «2 Ta = und T' = Xi ßi Ti + X^ ß^ T2' = 0. 
Aus den letzten beiden Zeilen folgt nämlich für die Punkte, welche 
Ts = und Tz = erfüllen: 

-Li — — ^ -ta, ^i — — -5- ia ; 
»1 Pl 

für die Punkte, welche T = und T' = erfüllen: 

rp ^2 ^ rp rpt ^2 ßi rp f 

±1 — TT" -^2» -^1 — — T~5" -^2 • 

Ai «1 Ai Pl 

Setzt man diese Werthe in m) ein, so wird in der That diese 
Gleichung identisch erfüllt. 

36. Die Ebenen, welche die entsprechenden Punkte 
zweier sich kreuzenden collinearen Punktreihen verbinden} 
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umhüllen ein einschaliges Hyperboloid. Biese Ebe- 
nen bilden unzählige Büschel, deren Axen die Verbin- 
dungßgeraden von je zwei entsprechenden Punkten der 
collinearen Geraden sind. Die Axen dieserBüschel bilden 
das eine System von nichtschneidenden Geraden des Hy- 
perboloids, die beiden collinearen Geraden gehören zu 
dem andern System. 

Denn sind 1\ Pi\ 1^2 ^W Py P3' die linken Seiten der Gleichun- 
gen von drei Paar entsprechenden Punkten in Normalform, und ist 

P3 =aiPi + «2P2 =0, 

P,' = ßlP^' + ^2P/ = 0, 

80 erfüllen die gemeinsamen Ebenen von je zwei entsprechenden 
Punkten der beiden Geraden die Gleichung eines einschaligen Hy- 
perboloids in Plancoordinaten : 
n) «i ß, Pi P/ — a, ßi P2 Pi' = 0. 

Denn diese Gleichung wird von allen Ebenen erfüllt, für welche 

zugleich 

'Pi = und P/ = 0; 

oder: P2 = und P^' = 0; 

oder: 

P3 = «iPi + «2P2 = und P3' = ßi P,' + ß2P'2' = 0; 
oder: 

P = kiaiPi + l^a^P^ = und P' = hßiPi + hß^Pi =0', 
wovon man sich wie oben überzeugt. 

37. DieGeraden des einenSystems eines einschaligen 
Hyperboloids werden von je zwei Geraden des andern 
Systems aus durch collineare Ebenenbüschel projicirt. 

Die Geraden des einen Systems eines einschaligen 
Hyperboloids schneiden je zwei Gerade des andern Sy- 
stems in collinearen Punktreihen. 

Denn seien (?} (t2 (ry drei Gerade des einenSystems; H1H2 zwei 
des andern, welche folglich beide die drei G schiieiden; seien fer- 
ner Ti T2 Ts die Ebenen, welche die Geraden 6ri G2 Gs von Hi aus 
projiciren, T/ Tg' TJj'. die Ebenen, welche Gi G2' (^3' von H2 aus pro- 
jiciren. Je zwei entsprechende Ebenen der beiden collinearen Büschel, 
welche die Axen Hi und H2 haben , und in denen Ti Ti , T2T2 , 
Ta T3' drei Paar entsprechender Ebenen sind , schneiden sich in Ge- 
raden eines "Hyperboloids, welches die fünf Geraden Gi öj G3 Hi H^ 
enthält, und zwar in dem System, zu welchem ffi G2 Ö3 gehören. 
Dieses Hyperboloid ist mit dem gegebenen identisch, denn es hat 
mit ihm die fünf Geraden (ri . . . ^2 geniein. 

Heger, Analytische Geometrie. XI 
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Seien zum Beweise des zweiten Theiles Pi P2 P3 bez. Pi P^F^ 
die Punkte , in welchen die Geraden G\ G^ ^s von der Geraden Hi 
bez. von H2 geschnitten werden. Die Verbindungsgerade je zweier 
entsprechenden Punkte der beiden auf Hi und H2 gelegenen coUi- 
nearen Punktreihen, in denen Pi P\y P^ P2'» -P3 -P3' sich entsprechen, 
bilden das eine System eines Hyperboloids, auf welchem GiG^Gs 
H1H2 liegen, und zwar dasjenige, zni welchem auch Gi G^ G3 ge- 
hören. Dieses Hyperboloid ist mit dem gegebenen identisch. 
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Gnindformeln der CoUineation von Ebenen. 

1. Man denke sich in zwei verschiedenen oder zusammen, 
fallenden Ebenen je ein orthogonales Coordinatensystem nnd die 
Pankte jeder Ebene dnrch ihre Des carte s' sehen Coordinaten be- 
stimmt. Alsdann ist die allgemeinste analytisch -geometrische Form, 
durch welche ein und nur ein Punkt der einen Ebene mit einem 
Punkte der andern eindeutig verknüpft wird, durch die Gleichungen 
gegeben : 

.axx'+J)xp'+ ex + dyx' + €py' +fy+ gx'+hy'+i = 
^ aixx'+ hixy* + Ci« + ^ly^+^^i^y +/iy + 5'ia^+ M'+^i=0 

Hierin sind a . . . . ai . ... die Yerwandtschaffc charakterisirende 
Constante; xy die Coordinaten eines Punktes des einen, x* ^ die 
Coordinaten des entsprechenden (verwandten, homologen, zugeord- 
neten) Punktes der andern Ebene. 

Zwei derart verwandte ebene Punktsysteme heissen 
einundeindeutig verwandt. 

2. Sind die Constanten im Besonderen so beschaffen, dass jeder 
geradlinigen Punktreihe der einen Ebene eine geradlinige Punkt- 
reihe in der andern entspricht, so müssen die Lösungen der Glei- 
chungen (1) nach xy oder nach xf y' in lineare Gleichungen von 
xy bez. o/y' eingesetzt, wiederum lineare Gleichungen ^nach a^ y^ 
bez. xy geben (d. i. die Gleichungen deijenigen Geraden, welche 
der durch die lineare Gleichung gegebenen Geraden entspricht). 

Die Lösungen nach xy erscheinen unter der Form 

X = - , y = — , 
u u 

worin uvto Functionen von xfyf bedeuten. 

11* 
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Sei 

mx -^ nt/ — 1 = 0' 

die Gleichung einer beliebigen Geraden der iri/ Ebene; den Punkten 
derselben entsprechen diejenigen Punkte der x' y' Ebene , welche die 
Gleichung 

m — 4- n 1=0 

u u 

erfüllen. Diese Gleichung ist dann und nur dann unabhängig von 
fn und n linear, wenn die drei Functionen uvw linear sind. 

Damit den -Geraden der x'^ Ebene Gerade in der ic' y Ebene 
entöprochen, müssen also die Verwandtschaftsgleichungen auf die 
Form roducirbar sein: 

{ax! + &y -f c) X - {dx' + ey' + /) = 0, 
{nx' + hy' ^ c) y - (gx' + JuJ + i) = 0. 

Ordnet man diese Gleichungen nach x' y' ^ so erhält man: 

{ax + d)x' + (?>^ + c)y* + ex +/= 0, 
{ay + ())x! 4- (by -f li)y' + r?/ + i = 0. 

liöst nnin diese Gleichungen nach x' y' , so erhält man Lösungen 
von der Form: 

■' => - ' = - 

T T 

worin rst lineare Functionen von xy sind. 

Es ontspreclien demnach in diesem Falle den Geraden der o/f/ 
Ebene auch Gerade in der A'y Ebene; das Entsprechen geradliniger 
Punktreihen ist also wechselseitig. 

Zwei einundeindeutig verwandte Systeme, in wel- 
chen sich geradlinige Punktreihen wechselseitig ent- 
sprechen, heissen collinear- verwandt. 

Die beiden CoUineationsgleichungen enthalten acht unabhän- 
gige Constante. Durch jedes Paar gegebener entsprechender Punkte 
werden zwei Bedingungsgleichungen für die Constanten geliefert. 

Die allgemeine CoUineation ist demnach durch vier Paar ent- 
spr<>chender Punkte hinreichend und nothwendig bestimmt. 

3. Wenn man nun durch irgend eine andere analytisch - geo- 
metrische Methode die Punkte zweier Ebenen so mit einander ver- 
knüpft , drtss jedem Punkte einer Ebene ein und nur ein Pankt der 
andern ent>pricht, dass geradlinige Punktreihen sich wechselseitig 
ent^iprechen und dass die Verknüpfung durch vier Paar entspre- 
chender Punkte ausreichend und nothwendig bestimmt ist, so wird 
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durch diese Methode der ollgemeine Fall der Collineation dargestellt. 
Denn man gehe durch geeignete Transformation&formeln von jener 
analytisch - geometrischen Methode zu Gleichungen zwischen ortho- 
gonalen Coordinaten über und löse dieselben nach x und y\ nimmt 
man nun an, diese Gleichungen hätten die für Collineation charak- 
tenstische Form nicht, so könnte kein wechselseitiges Entsprechen 
von Geraden stattfinden; dies widerspricht der Voraussetzung. Nimmt 
man an, es werde nur ein specieller Fall der Collineation durch 
jene Methode dargestellt, so müssten in den durch Transformation 
erhaltenen Collineationsgleichungen zwischen acht Constanten ge- 
wisse, für den angenommenen Specialfall der Collineation nothwen- 
dige Bedingungsgleichungen bestehen; dann wäre aber diese spe- 
cielle Collineationsart durch weniger als vier gegebene entsprechende 
Punktpaare bestimmt ; dies widerspricht dem letzten Theile der 
Voraussetzung. 

4. Bestimmung der Coordinaten collinear -verwand- 
ter Punktpaare aus den Coordinaten von vier gegebenen 
entsprechenden Punktpaaren. Bestimmung der Gleichun- 
gen collinear verwandter Punktpaare aus den Gleichun- 
gen von vier gegebenen entsprechenden Punktpaaren. 

Wir denken uns die beiden Ebenen, deren Punkte in coUinearer 
Verwandtschaft stehen , zusammenfallend , was ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit erlaubt ist. 

Seien Pi Pq P3 -P4 vier beliebige Punkte der einen Ebene, 
Pi' P2' P3' P4' die entsprechenden vier Punkte der andern Ebene ; 
diejenige Coordinate von P^, welche senkrecht auf Qi steht, werde 
durch Xij^ bezeichnet, so dass also P^ die Coordinaten hat: 

Die Coordinaten der entsprechenden Punkte werden mit den- 
selben unteren Indices geschrieben und durch einen oben ange- 
brachten Strich unterschieden, so dass die ^Coordinateji von Pj, sind : 

^Iki •^2t» ^3ki ^ik- 

Weder von den vier Punkten P,, noch von denen Pj sollen drei auf 
derselben Geraden liegen. 

Alsdann giebt es immer sechs von Null verschiedene endliche 
reelle Zahlen «i «2 ^<i\ ßi ß^ ßsj die so beschaffen sind, dass für 
i = 1 , 2 , 3 die Gleichungen erfüllt werden : 

a) Xi4: = «l^Vl + «2^1-2 -f «3^t3- 

b) x'u = ßix'n -f ß2^'i2 + A^Js, 

«1 + «2 + ^-a = 1 » ßi + ß2 + /^a = 1. 
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Bestimmt man nun durch drei willkürlich gewählte reelle Zahlen 
kl X2 A3 die Coordinaten rc,- und x' zweier Punkte P und P' nach 
den sechs Formeln: 

Ai aiXii -\- X2 «2 ^1*2 -|" A3 «8 Xis 



c) Xi = 

d) x'i = 



Ai «1 4- A2 «2 ~l~ ^8 ^3 

A] ^1 a,i + ^ ft ^i2 + A3 /J3 a;,-3 



Ai ^1 + ^ ^2 + ^3 /'s 
so sind die Punkte der beiden Ebenen collinear verwandt 
und zwar sind P und P' entsprechende Pu»kte. 

Denn einem Punkte P gehört ein und nur ein Verhältniss 
Ai : A2 : A3 zu, durch welches seine Coordinaten nach den Forineln 
c) abgeleitet werden können-, und durch dieses Verhältniss ist der 
entsprechende Punkt- P' eindeutig bestimmt; dasselbe gilt, wenn 
man von P' ausgeht. Demnach ist das Entsprechen wechselseitig 
eindeutig. 

Liegt ferner P auf der Geraden P4 Ps, so ist 

Xi = m Xa + ** ^Ä- 
m + w = 1, 

Bezeichnet man die drei auf den Punkt P* bezüglichen Ai Aj Af 
mit dem zweiten Index k, so dass also 

Au06ia?,i + A2A«2^f2 + A3;fc«3a?,3 

Au ^1 -h A2* «2 + ksi «3 
so folgt, wenn 

Al* «1 + A2i|; «2 H" A34 «3 = Ö* , 

für die Coordinaten von P: 

e) ä;, = 2:ä f — ^ +, -^\ unXiH, Ä = 1, 2, 3. 

Die Coordinaten des entsprechenden Punktes P' sind demnach: 

«'' = ^ (^' + '-t) "•* ■ (»^ + "ly 

wenn man abkürzend setzt: 

^ikßi + A2i;^2 + Aj^fc^a = ^*- 
Die Formeln f) lassen sich auf die Form bringen : 

X ^ _. ^14 ßi ^n + A24 ßi oc'ii + A84 /S3 Xi3 m (Tg T4 

^4 _w»rfl<y4 -f- wr4<J6 

, Ais^ia?-! 4 - hbß'i^U + Ags/SaajJ-s n<y4r5 

-|- — — ^ , _. 

t^ mT5 04 + W^4^5 
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Dieser Punkt gehört hiernach der Linie P4' Ps' an , denn die 
Ableitongsformeln g) haben die Form: 

a?; = px'a + qxl-6 , p + q = l. 

Derselbe Beweisgang lehrt, dass einem Punkte P' einer G-e;<aden 
P4' Pß' ein Punkt P der Geraden P4 P5 entspricht. Es findet dem- 
nach ein wechselseitiges Entsprechen von Geraden statt. 

Setzt man femer der Reihe nach 

Al = Aj = 0, A2 = A3 = 0, A3 = Aj = 0, Ai = A2 = A3 = 1, 

so ergeben sich Pa und P3', Pi und Pi', Pa und P2', P4 und P4' 
als entsprechende Punktpaare. 

Demnach wird durch die Formeln c) und d) der allgemeine 
Fall der Collineation dargestellt. — 

Die Gleichung eines Punktes P^ in Normalform ist: 

Pi= Y" «i + T" ^ + T" ^'s =- ^• 
/ii % f^s 

Führt man hierein die Formeln c) und d) ein, und bezeichnet 
man abkürzend die linken Seiten in den Normalgleichungen der 
Punkte P* PJfc bez. mit (P^) und (Pi), so findet man die Glei- 
chungen zweier entsprechenden «Punkte 

h) (P) = [kl «1 (P,) + Aj «, (P,) + X, a, (P,)] : ö , 

i) (P) = [Xi/3i(P/) + l,ß,(P,') + ^^3(^3')] : ^. 

4. Geradenebenen. Als „Geradenebenen" bezeichnet 
man Ebenen daun, wenn man sie als Träger aller in sie fallenden 
Geraden ansieht. 

Bezieht man die Geraden zweier Ebenen (kürzer „zwei Ge- 
radenebenen ^) so auf einander, dass jeder Geraden der einen Ebene 
eine und ni^ eine der andern entspricht, so heissen die beiden Ge- 
radenebenen einundeindeutig verwandt. Um diese Verwandt- 
schaft analytisch auszudrücken, hat man die Geraden beider Ebenen 
durch eindeutige Coordinaten zu bestimmen und die Coordinaten 
zweier entsprechender Geraden durch zwei für beide Coordinaten- 
paare lineare Gleichungen zu verknüpfen. 

5. Seien uv, vi v* die orthogonalen Coordinaten zweier ent- 
sprechenden Geraden (im Allgemeinen auf verschiedene Systeme 
bezogen) und seien 

die Lösungen der Verwandtschaftsgleichungen nach v! v\ so müssen, 
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als die nothwendige und ausreichende Bedingung dafür, dass einem 
jeden Büschel der einen Ebene ein Büschel der andern entspricht, 
die drei Functionen ^, (f, % vom ersten Grade sein. 

Für diese specielle einundein deutige Verwandtschaft,, „die 
Collineation von Geradenebenen," ist demnach ausreichend 
und nothwendig , dass man die Verwandt Schaftsgleichungen auf die 
Form bringen kann: 

k) (au -^ hv -\- c)u' -\- du -\- ev -\- f = 0, 

1) (au -{- hv -\- c) v' -\- gu -\- hv -\- i = 0. 

Die Gleichungen enttialten acht unabhängige Constante; diese 
werden durch vier gegebene Paare entsprechender Geraden, von 
denen nicht drei denselben Punkt enthalten, eindeutig bestimmt. 

6. Jede andere analytisch - geometrische Methode, durch welche 
die Geraden zweier Ebenen so mit einander einundeingliedrig ver- 
knüpft werden, dass ein wechselseitiges Entsprechen von Büscheln 
stattfindet und vier Paare entsprechender Geraden beliebig ange- 
nommen werden können, stellt demnach den allgemeinen Fall der 
Collineation von Geradeneb euen her. 

Man denke sich zwei Ebenen zusammenfallend und die Geraden 
derselben auf dasselbe Coordinatendreieck bezogen. 

Seien Ti T^ I3 T^ vier willkürliche Geraden der einen Ebene, 
Ti T2 T^' T4! vier Geraden der zweiten Ebene, so dass von den 
Geraden T,- und T'i nicht drei denselben Punkt enthalten; dann 
lassen sich die Coordinaten Uu von 1\ und 24* von T^ aus den 
Coordinaten der übrigen Geraden nach den sechs Formeln berechnen : 

u*u = hujti 4- h2th2 + hUjtS, 
«1 + «2 + «3 = 1 , &1 + ?>2 + h = 1, 

wobei sämmtliche sechs Coefficienten a und h von Null verschiedene 
reelle Zahlen sind. 

Man leite ferner die Coordinaten zweier Geraden Tf 
mit Hülfe der reellen Zahlen ?i ^2 ?3 nach den Formeln ab: 

m) Uk = (haiUjti + 72 «2^X2 -f ?3«3%3) : s, 

n) Uk = (hhuii + hhUki + ^3 ^3^**3) : t, 

wo ^ 

t = l^hi 4- h h + k h' 
Alsdann sind die beiden Geriidenebeneu collinear 
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verwandt und zwar sind die mit derselben Coefficienten- 
griippe J bestimmten Geraden T und T' entsprechende 
Geraden. 

Denn jeder Geraden T gehört ein und nur ein Verhältniss der 
Coefficienten 

h ' h ' h 
zu, und durch dies Verhältniss ist T eindeutig bestimmt, und um- 
' gekehrt. 

Die Büschel beider Ebenen entsprechen sich wechselseitig. 

Denn sind T4 T5 Tß und T4' T^' Tß sechs paarweis entspre- 
chende Gerade, und erscheinen die Coordinaten Uiß von Tg unter 
der Form : 

Ute = muu^ 4- wWi.5, 

so lassen sich die Coordinaten u[q auf die Form bringen : 

wobei wl n' aus w, w, 7,-4, /ß, 0,, b, in gewisser Weise zusammen- 
gesetzte Coefficienten sind, und umgekehrt. 

Ferner entsprechen sich die vier Paar willkürliche Gerade 

Ti und T/, Tg und Tg', T3 und T3', T4 und T4'. 

Also liefert die soeben erörterte Methode den allgemeinen Fall 
der Collineation von Geradenebenen. — 

Sind {Ti) (jPJ) die Gleichungen der Geraden in der zweiten 
Normalform, so ist 

(r)=^ft^^^O, fc=l,2, 3; 

Führt man für Ujc ujt die Werthe m) und n) ein , so entsteht : 

(T) = (Zia, S'^x, -\- ha,S ^x, + ha.s'f^x,^ : s, 

und älmlicÜ für 2'; hieraas folgt: 

o) (T) = p, a, (T.) + l, a, (T^) + h(h (T,)] : s, 

p) (2*) = P, h (Ti) + h h(T2) + h h (Tz)] : t. — 

7. Gleichung entsprechender Geraden in collinearen 
Punktebehen. 

Die Gleichung der Geraden P4P5 in erweiterter Form ist: 
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T = 



= 0. 



X\ X'j X'S 

UXi^aiXu, Uki^ot^x^i, Uki^aiXsi 

2 A^5 ai Xu , £ A,-5 a,- X2i , 2? A^5 UiXsi 

Diese Determinante zerfallt in eine Summe von neun Gliedern von 
der allgemeinen Form 

Xi X2 Xs 

^\m ^m ^3m 

^In ^n ^3n 



^m ^n ^m4 ^n5 



(= i^mn)« 



worin für m wie für n jede der Ziffern 1,2,3 gesetzt werden kann. 

Von diesen Determinanten verschwinden die drei, in welchen 
m = n\ die übrigen sechs Glieder lassen sich in folgender Weise 
zu drei Paaren ordnen : 

Das erste Paar, das zweite and dritte Paar enthalten entgegen- 
gesetzt gleiche Determinanten ; also ergiebt sich T in der Form 

X\ Xi Xi 

q) T ^ 21{km\Kb — ^m4^«6)^m«n* ^Im ^m ^Sm 

^In ^n ^81» 

worin für m der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3 und n die jedesmal 
nächstfolgende des Cyklns zu setzen ist. 

Bezeichnet (T,) die linke Seite der Gleichung von Pi^iPi^t 
in zweiter Normalform (wobei i , i -}- 1 , » -f* 2 ein Cyklus' von 1, 
2, 3), so ist bekanntlich 



ri r^ rs 

^i»rf + i ^2» 1 + 1 ^w+i 

^l»i+2 ^2» 1+2 ^s»i+a 



X\ X2 X2 

(Ti) ^ Xi, i + 1 3^2» t + 1 ^3» I + 1 
^lM + 2 Ä^»i+2 ^3>t + 2 

Femer ist, wenn yi ^2 ^3 die drei auf den gleichbezifferten Geraden 
gelegenen Seiten des Dreiecks Pi P% P3 bedeuten , und Qf, die Ab- 
stände des Fixpunktes von den gleichbezifferten Dreiecksseiten sind: 

^1 ^2 *^8 t 1. t 

Äi Ä2 "3 " 

^l»i+l a:2,,.|.i i»8W4-l ^= "21 Vifi- 

^l»H-3 ^»1+2 ^8m + 2 

Setzt man nun abkürzend: 

^(^m4 ^nö — ^n4 ^mö) **«» ^« y^ Pl» =^ *> 



J 
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worin far mnp der Reihe nach die drei Cyklen von 1, 2, 3 gesetzt 
werden mögen, so ergiebt sich die Gleichung von T in zweiter Nor- 
malform zu : 

r) (T) = Pi «1 (Ti) + ha2 (T^) + h «3 (Ts)] : s. 

Ersetzt man in dieser Rechnung 
j5) PTxayQsa durch 



80 erhält man 

Gleichung zweier entsprechenden Punkte (Centra ent- 
sprecliender Büschel) in collinearen Geradenebenen. 

In derselben Weise, wie in der vorigen Analyse, ergiebt sich: 
Sind T4 T4', T5 T5' zwei Paar entsprechender Geraden , so sind 
die Gleichungen der- beiden Büschelcentra T4 T^ bez. T4' T5' in 
erweiterter Form: 



t) 



-P = ^QmA^n5 — ^mb^n4)f^mO>n 



u) 



P = ^QmA ^n5 — 'm5 ^ni) ^m ^n 



««In 
Wim 



W2 

W.2m 
«4n 



«*3« 



Die Gleichung des Punktes P,-, welcher den Geraden Tt + i und 
^•+2 gemeinsam ist, lautet in Normalform: ♦ 



«1 U2 Ub Uli 14.21 Usi 

I 

(-Pf) ^ «*ljf + l W2»i + 1 «*3it + l : ^12 «*22 «*32 

Wl»t* + 2 %,« + 2 W3»i + 2 «*13 ^3 «*38 

wenn D die doppelte Fläche von Pj Pg P3 bezeichnet. 
Setzt man ferner 



2) 



y.c>« 



r) 



«m a« yp 9l» = "p » 



und vertauscht man hierauf in den Formeln 

S) TFuaayQDö mit 

r P v! h ß y' q' P T, 

so erhält man die Normalgleichungen entsprechender Punkte in fol- 
gender Form: 

t) (P) = IK «1 (i'i) + ^ «» (-P*) + As «3 (P,)] - ö, 
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w) (i") = [A. /?, (P/) f X, ß, (P,') + A, a, (P3')] : r. 

Die Formeln r) s) v) w) lehren, dass zwei colliuear 
verwandte Punktebenen zugleich collineare Geraden- 
ebenen sind, und zwar sind die entsprechenden Punkte 
die Centra entsprechender Büschel; und die entsprechen- 
den Geraden sind Träger entsprechender Punktreihen. 

Wir haben demnach vier Methoden zur Darstellung der ColH- 
neation in homogenen Coordinaten: 

1) Durch die Coordinaten entsprechender Punkte, 
nach den Gleichungen c) und d); 

2) durch die Coordinaten entsprechender Geraden, 
nach den Gleichungen h) und i) ; 

3) durch die Gleichungen entsprechender Punkte, 
nach den Formeln m) und n); 

4) durch die Gleichungen entsprechender Geraden, 
nach Formeln o) und p). 

Hierbei hängen die in 1) und 3) auftretenden Constanten mit^ 
den in 2) und 4) auftretenden durch die Gleichungen a) ß) y) Ö) 
zusammen. 



§• 2. 
Sätze über collinear verwandte Ebenen. 

1. Man berechne die Coordinaten dreier beliebigen Punkte 
P„iP„Po und ihrer entsprechenden Punkte P' aus den Coordinaten 
von Pi Pj Pj , bez. P/ P2 ^a ^^^ Hülfe der neun Coefficienten 
^km ^kn ^ko nach §. 1 c) und d) und bilde die Dreiecksdeterminante 
PjnPn^o'y dieselbe zerfallt in ein Product, nämlich: 



i)D(P,„P„P„) = ^^ 



a?ii Xoi x^i 

Xi2 a?29 X'^2 
Xiz ^23 ^33 



^\m ^2 Mi ^3m- 
^In ^2n ^Zn 

Bezeichnet F^no den Inhalt von Fjn^n^c ^mno die Determi- 
nante der A, D den Inhalt des Dreiecks Pi P2P3» so ist folglich 

Sei Flnno der Inhalt des Dreiecks P,', Pj,Pi, D der Inhalt von 
Pi P2' Pa' , so findet sich auf demselben Wege : 
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ßl ß'2 ß'.i r Tif 



Hieraus folgt weiter 

Jthrd : Fbrrl = 



• -tJmno ^ • 




dx CC> «:; r« Tft Ta 


I) 


ßlß-2ß4 ^a^b<^d 


D" 


aitt^ccft tf,rora 


D 



bcd ' -^hcd o o Q ^ ^ ^ tJ ' 



■'^ abe • ^ abe o a a * "^ Z^ ^ ' tJ ' 



«1 «2 ''^a '^a^l''^« J^ 
_ «1 «a «a n tc t, £ 
Dies ergiebt: 

' -^gfrci • Fgbd ^\ihe ' t'abfi 

Fbcti : Fbcd Fbce ' Fbce 

oder in anderer Form: 

TP V IT* TT' 

•^ abd -^ abe •'^ abd -^ abe 



c) 



Fbed Fice ^'bcd F'bce 

Versteht man unter ,, Doppelverhältniss von fünf Punk- 
ten JPa^b^c^dPe einer Ebene" das Verhältniss 

-Pg -P& -P d : -Pg -Pft P e 
Pf, Pc Pd Pb Pc ^e 

SO ergiebt sich hieraus der Satz : 

Lehrsatz: Das Doppelverhältniss von fünf Punkten 
der" einen Ebene ist gleich dem Doppelverhältniss der 
fünf entsprechenden Punkte der andern Ebene. 

Dieser Satz lässt sich in folgender Weise umkehren: Wählt 
man in zwei Ebenen vier Paar entsprechende Punkte be- 
liebig und bestimmt jedes andere Paar entsprechende 
Punkte Pj Pö' nach den beiden Gleichungen 

PiPaPs PiP^_P^^PlPl P^P^P: 
P,P,P^ '' P2P3P4 ~ P2'P3'P5' * Po'i^/P/' 

a) P2P3P5 P2P3P4 _ P2^P/i^5^ P2P^^Pi 

P.PIP, * P3P1P4 ~ Pojpi'p^ ' P/P/P4" 

so sind die beiden Ebenen collinear verwandt und P5 P^' sind ent- 
sprechende Punkte. 

Denn wählt man P5 beliebig, so sind dadurch die linken Seiten 
der beiden Gleichungen gegeben. Der geometrische Ort für alle 
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Punkte P', welche der ersten Gleichung genügen, ist eine durch 
diese Gleichung eindeutig beistimmte, den Punkt P2 enthaltende Ge- 
rade; und der Ort für die Punkte P', welche der zweiten Gleichung 
genügen , ist eine durch diese eindeutig bestimmte den Punkt Pj 
enthaltende Gerade. P5' ist als Schnittpunkt dieser beiden Geraden, 
mithin eindeutig bestimmt. ' 

Ferner lässt sich beweisen , dass einem Punkte der Geraden 
JPftPg ein Punkt der durch die entsprechenden Punkte P^ J^e' S^ 
legten Geraden entspricht. 

Es seien die Coordinaten eines Punktes P^ der Geraden P^P^ 
durch die Formeln bestimmt 

x^^ = mxjti + wrc e» m + w = 1, 

so ist zu beweisen, dass die Coordinaten des entsprechenden Punktes 
P7' aus den Coordinaten von P^' und Pg' durch Gleichungen von 
der Form abgeleitet werden: 

Da 

DBiPaPöPi) = mDDiPaPtPö) + nDBiPaPöPe) 
DD(P!,PiP,') =,liDD(PiPlP,') + vBD(P:,PIP^'), 

so folgen für die Flächen dieser Dreiecke dieselben Beziehungen 
Setzt man in die Gleichung der Doppelverhältnisse 

TP TP T?' TT*' 

-^127 ^124 -^^127 iri24 

TP TP Tpf * IT" ' " 

■«'237 ■'^234 -^^237 -^234 

^^ TP TP TT* TP* 

-^237 -^234 -^237 ^ -^234 

•^317 ^314 J^317 -^314 

die Werthe für Fabi und F^ aus b) ein , und bestimmt f( und v 
nach der ersten dieser Gleichungen, so erhält man dadurch den- 
jenigen Punkt 

47 = /*a?*5 + i^^ite 

der Geraden Pt Pe'j welche der ersten Doppelverhältnissgleichung 
genügt; und benutzt man die zweite Gleichung zur Bestimmimg 
der Ableitungszahlen |Lt v, so erhält man die Coordinaten des 
Punktes von Ps' Pe', welcher der zweiten DoppelverhältnissgleichüHg 
genügt.' Soll nun die Behauptung wahr sein, so müssen beide Wer- 
the von fiv übereinstimmen. Da in beiden Fällen die Gleichung 
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^ -f- V = 1 

mit zu benutzen kt, so genügt es, nachzuweisen, dass die aus beiden 
Gleiehnn^en c) sich ergebenden Verhältnisse übereinstimmen. 
Zur Abkürzung setze man : 

Fi2i = uk JP23* = F^ J^au = 7^ , 

Aas der ersten Gleichung entspringt: 

— ^.aö /54'äi)]4-i;[m(ä5./56'.j54.äy — ^.i?6'.^'äi) 

+ n (06 . jJe' .^ . al' — p.ä6'.?4'.a4)] = 0. 

Hieraus gebt die zweite Gleichung dadurch hervor, dass man ß für 
a und y für /J setzt. 



Da 



und 



ai ak aü aW 
Ji ' Jl J? [ ßk' 

ßi ßk ßi' ßF 



yi yk y% ylc 
Bo folg^, dass 

cci.Jk.ccF.Ji' ~ 7cV.ßW.ak.'ßi = 0, 
^.yk.ßV .y? — j37.yF.^.y? = o. 
Demnach reduciren sich die beiden Formeln für ft und v zu 
f* _ _ m(tt5.^\^.«4^ — J6.ä^ .ßl'.cct) 

/i _ 'm(g5. ye.yi.gl^ — yö .j55',y4'./34) 
n(/36.y?.y4.j54' — JE.y6,yi.ßi) 



V 

Aus 



folgt: 



«5 «4 «5' «4' 

^'.^ = ^'.?4.-p^. 

?5.a5' 



Aebnlich ergiebt sich 



y4'./S4 = ?4.y4.^|^ 

yö./Jö' 
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Setzt man dies in die beiden Formeln d) ein, so erhält man 
fi _ m.ßl.ab (/?6'.ä5.' — ßb^aß') 

e) 



V 



n.ß6',a6'{ß6.a6 — /35.«6) 
ft m.'ßb.yliyß'.ßb' — yl' .ß6') 

n .ßb' .Yb' (y6 .M — yB.p) 



V 



Aus den Gleichungen der Doppelverhältnisse für die Punkte 
P.Pß^s'A'folgt: 

« 

ß6.ab 

y6 .ßb 
Setzt man dies in e) ein, so folgt nach gehöriger Reduction 

fi _m p p' 



V 

1' 



^ ß6' ß6 

m yb yW 
yb' y6 



n 



Die Gleichung 



ergiebt 



y5 



ßb 



ß6 _ ßW 
y6 yb^ 



ß6' 

ye' 
ye' 

yß 



V, 



/36' yb 

■I • — — ^— ^i^ •^^— ^ 

ßV ß6 yb' 

d. i. übereinstimmende Werthe der beiden Ausdrücke für fi 

» 

q. e. d. 

3. Setzt man in den Gleichungen entsprechender Geraden 
§. 1 , 7 q) und ß) abkürzend 



«m CCn = c 



Xi 



X2 

X2m 



X2, 



'pi 



= z. 



ßm ßn = df 
X\ Xq 



I 






^2m 
^2n 






= Jp, 



so gewinnen diese Gleichungen folgende Form : 



a) 
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Jedem Paare von Geraden entspricht ein bestimmtes Yerhältniss 
h ' h ' h' I^ie eine Gerade Tt und ihre entsprechende Ti charak-' 
terisirenden li mögen mit dem zweiten Index k versehen werden. 
Femer werde Tt bez. Ti durch Multiplication mit Ak bez. Äi auf 
die erste Normalform gebracht. 

Man wähle zwei Gerade T4 T^ und zwei Punkte P4P5 willkür- 
lich; die Entfernung des Punktes P« ▼on der Geraden T» sei £5«; 
die Entfernung Pa von Tl sei S^. Alsdann ist 

^ ^ Zhihh^jj^ l^^j^^j^^^^^^ t = 1, 2, 3, 

IJ, _ ^h^.jy.Ä..L2:(l^dAiaßd i = 1, 2, 3. 
Oder, da d cr^ == ff] «2 i<3 « dißt = ft /J2 ßa » so ist 

fea — ^ •!). Ab. • yl\h Aia -r «26 ^a "T «86 ^3«}. 

fcf 2 fe| ^2 ^3 TV ^ / ß\ ßi ßz rj 2 _L 7 i _1_ 7 2 ^ 

ZI Xa 

Hieraus folgt. 

i\a A^ ^14^1« 4" ^24 ^«g "1" ^34 ^3 a 

&a -^5 ^14 ^la + ^26 ^a + ^d5^3a 

IL ^' ^ ^14 ^la ~h ^24 ^2a + ^34 ^3a 

Isa -^5 ?15^1a 4" ^26 ^2o '\' ^h^a 



b) 



folglich ist 
d) 



|4a . |ia ^ , -^4 

Wendet man diese Gleichung auf die Punkte P4 und P5 an, so 
ergiebt sich dieselbe rechte Seite; die daraus resultirende Gleichung 
der linken Seiten lässt sich schreiben: 

V 644 , 644 |4£ . g45 

£54 656 664 655 

•. . . .• . 

Der hierin liegende Lehrsatz ist eine einfache geometrische 
Folgerung des in voriger Nummer bewiesenen Hauptsatzes der 
ebenen Collineation. 

4. Alle Punkte P' bez. P, für welche 

^1^1 + '^ß'i + ^3/^3 = 0, 
bez. Ai «1 -f ^2 «2 + A3 «8 =r , 

liegen unendlich fern. 

Heger, Analytische Geometrie. 22 
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Alle den miendficli fernen Ptmklen in der zweiten bez. der 
ersten Ebene entsprechenden Punkte der andern Ebene erfallen die- 
selbe Crleiefanng der A; die entsprechenden der nnendHch fernen 
Punkte jeder Ebene bilden deninadi zwei Gerade. Biese beiden 
Geraden heissen die Gegenaxen der Ebenen nnd mögen mit G^^ 
bez. O'ot. (entsprechend den nnendlich fernen Ponkten in der zweiten 
bez. der ersten Ebene) bezeichnet werden. 

Demnach erfallen die A der Punkte 

. von G^ die Gleichung x^ Ijßi + X^ß^ + A3/J3 = 0, 

Die Gleichungen zweier entsprechenden Geraden erhalten dnrch 
Dirision der in 3 a) gegebenen Forihen durch «i a^a^ bes. ßißißi 
die Gestalt: 

^^ «1 «2 «8 

Pi Ps Ps 

Die Gleichungen der die unendlich fernen Punkte enthaltenden 
unendlich fernen Geraden der beiden Ebenen können geschrieben 
werden 

für die zweite Ebene: H» ^ %'+%' + ^9' = 0, 
„ „ erste „ T« = Ji + SC^ + £3 = 0. 

Die erste Gleichung entsteht aus b) durch die Coefficienten 

^ = fti h=ß2j h = ßs, 
die zweite dnrch 

^ = «1, ^ = «2, ^ = «s- 
Demnach sind die Gleichungen der Gegenaxen: 

ö'« =^Z,' + ^J,' + ^%,' = 0. 

Pl P2 Ps 

Die Erweiterungscoefficienten A und A'j durch welche ■ die 
Gleichungen der Gegenaxen auf die Normalform gebracht werden, 
lassen sich in folgender Form darstellen: 

Der Punkt P* bez. -P* (ä; = 1, 2, 3) habe den Abstand Pi bea. 
pt Ton Gao bez. G^oo, so ist 
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p, =^.^DD(i>iP,Pa). 

|)i = il'.^.2)D(Pl'P2'P3'). 
Pk 

Die Strecken p;t und j^i lassen sich als die PI ücker' sehen Coor- 
dinaten von Q-^ und Gt'oq in Bezng auf das Dreieck P^ P^ Ps bez. 
P/ P2 Ps ansehen. Sind (ii fij (I3 und Vi v^ V3 die den gleichhezif- 
ferten Ecken anliegedüen Winkel beider Dreiecke, so erfüllen die 
Strecken p demnach die beiden Identitäten : 

P\-\-P2 +Pi^^PlP2C0Sll3 — 2pqPsC0Sili —2PbPiCOS^2 =4:D% 
P'l-\-p'2+P'i-'^Pl'P2'c08Vs—2pfPsC0SVi —2ps Pi'cOSV2^=^iy^. 

Setzt man hier die oben gefundenen Werthe ein und drückt 
die Dreiecksdetermintinten durch die Flächen der beiden Dreiecke 
ans, so erhält man: 

. + § + §- 2?4co*^-2M,,,„ 



1 


h^h^hi 


A^ ' 


^2 


1 


h^hlh^ 


4'2 


z/2 



(ßl 






\ßl 



«8«! / 



2 ^2 



Pi Ps P1P2 ftps 



« «8 «I \ 



Die reciproken Werthe der beiden auf den rechten Seiten auf- 
tretenden Polynome mögen mit B^ und B'* bezeichnet werden. 
Nimmt man für B und B' die Wurzel mit dem Vorzeichen, welches 
dem ErweiterungscoefQcienten zukommt, so hat man die gewünschten 
Formeln : 

hl h^ hs 

ni «2 «3 

5. Seien P und P' zwei beliebige entsprechende Punkte, Ä 
und A' die Goefißcienten , mit denen G^ bez. G*^ multiplicirt wer- 
den müssen, um auf die erste Normalform zu kommen, p der Ab- 
stand des Punktes P von G<x>i P' ^^^ ^^ Punktes P' von G'ao- Als- 
dann erhält man durch Substitution von 

^k = ßi^i^ki + ^«2^*2 + hf^s^ks) ' ö» 
bez. xi = ßißixiti + ^2/32^*2 + hßs^id ' ^> 

12* 



180 Collineation von Ebenen und Ebenenbändeln, 

in die Gleichungen der Gregenazen 4 c) die Formeln: 

Durch Multiplication erhält man einen von r und d, d. i. von 
der Lage der Punkte P und P' unabhängigen Ausdruck : 

b) P.p'= 'J ' .D.iy.A.A'. 

Hieraus folgt der 

Lehrsatz: Das Prodnct der Abstände zweier ent- 
sprechender Punkte von den beiden Gegenaxen ist eine 
constante Grösse. 

Durch Substitution der oben berechneten Werthe für Ä nnd 
Ä' erhält man das constante Product pp' unabhängig vom Coor- 
dinatensystem : 

c) p.p' = 4.Diy.BB'. 

6. Alle zu T parallelen Geraden haben die Gleichungsform 
a) Ti= T + k.T^ =0, 

woraus man durch. Variation des k von — 00 bis -f- 00 alle zu T 
parallelen Geraden erhält. 

Setzt man in a) 

«1 Oj «3 

r.= %i + Zi + %, 

80 erhält man 

«1 «2 «3 

Dieser Geraden entspricht: 

Pi Pi Rs 

oder: 

b) Ti' = r + k.a'^= 0. 

Umgekehrt entspricht einer Parallelen Ti' zu einer beliebigen Ge- 
raden der zweiten Ebene T', 

T/ = r + ifc . T„ = 
eine Gefade Ti mit der Gleichung: 



r 
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c) Ti = r + Ä . ö«, = 0. 

Aus b) und c) folgt der 

Lehrsatz: Einer Schaar paralleler Geraden der einen 
Ebene entspricht ein Büschel in der andern Ebene, dessen 
Centrnm auf der Gegenaxe dieses Systems gelegen ist. 

Dies Büschelcentrum hat man als den Punkt zu betrachten, 
welcher dem unendlich fernen Punkte entspricht, der in der Rich- 
tung der auf der andern Ebene gezogenen Parallelen liegt. 

Eine Parallele zur Gegenaxe hat die Gleichung: 

Die Gleichung der entsprechenden Geraden ist nach dem Vor- 
hergehenden : 

^00 + *&'oo =0, oder 

Die Parallelen zu den Gegenaxen beider Ebenen sind 
paarweis entsprechende Gerade. 

Die Entfernungen je zweier entsprechenden Parallelen zu den 
beiden Gegenaxen werden durch die Gleichung 5 b) yerbünden. 

7. Dem unendlich fernen Punkte einer Geraden entspricht 
derjenige Punkt, in welchem die der ersten entsprechende Gerade 
die Gegenaxe dieser Ebene schneidet. 

Dem unendlich fernen Punkte einer Parallelen zur Gegenaxe 
des einen Systems entspricht demnach der unendlich ferne Punkt 
der entsprechenden Parallelen des andern Systems. 

Hieraus folgt, dass die entsprechenden Parallelen zu 
den Gegenaxen ähnliche Punktreihen enthalten. 

Man kann dieses Resultat auch auf folgendem Wege gewinnen : 

Seien PaP zwei beliebige Punkte der einen Ebene, Pii^ die 
entsprechenden der andern, und seien die Goordinaten eines Punktes 
Pb der Geraden PaP abgeleitet nach 

Xti, = mXia + »^*, w» + » = 1, 

wahrend für den entsprechenden Punkt PI gelte: 

a/« = fixjta + vx'i, /* + 1/ = 1, 

80 ist die Aehnlichkeit beider Punktreihen PaP' und PaP' aus- 
reichend und nothwendig bedingt durch 

m = ft, n = V. 



I» t* . ~ «ta 



7kb 
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Setzt man für Xjta x^ xia x^k ibre Wertbe ausgedruckt durch 
Xti Xjt2 i?A3, SO erhält man 

+ ("IT "^ — r»''«- 

Sollen diese beiden Punkte unabhängig von m und n entspre- 
chend sein, so mass unabhängig von m und n die Verhältnissglei- 
chung gelten 

Ta T / \ r« r ) ' \ ta t )' 

Man überzeugt sich leicht, dass dies ausreichend und noth- 
w endig bedingt ist durch 

Alle Punkte, deren A diese lineare Gleichung erfüllen, gehören 
zwei entsprechenden Geraden an. Diese Geraden enthalten den 
Punkt Pa bez. Pj, ; denn für diese Punkte werden r und d bez. 
zu tg und Og. Femer enthält jede Gerade, die durch eine Gleichung 
der Form 

mz — nö = 
charakterisirt wird, den Punkt, für welchen zugleich 

r = und tf = 0, 

d. L den .in der Gegenaxe r = bez. Ö = gelegenen Punkt 
der unendlich fernen Geraden Ö = in der ersten , r = in der 
zweiten Ebene. Die der Gleichung 

mr — n6 = » 

zugehörigen zwei entsprechenden Geraden gehen demnach den 6e- 
genaxen parallel. Es sind demnach je zwei entsprechende Paral- 
lelen zu den Gegenaxen ähnliche Punktreihen, q. e. d. 

8. Lehrsatz: Der geometrische Ort für die Spitzen 
der Dreiecke, welche über derselben Basis construirt sind 
und deren Flächen zu den Flächen der ihnen entspre- 
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chenden Dreiecke ein constantes Yerhältniss haben, ist 
eine Parallele zur Gegenaxe, — der Ort für die Spitzen 
der entsprechenden Dreiecke mithin die entsprechende 
Parallele zur Gegenaxe der zweiten Ebene. 

Beweis. Die Basis sei P4P5, die variable Spitze P; mithin 
P/Pö'P' das entsprechende Dreieck. Die' Flächen der beiden Drei- 
ecke sind nach §. 2, 1 a): 



wobei 



P'P 'P* =z ^^^^^^ 



2>, 



L — 



^14 



A24 



^34 



Soll nun das Yerhältniss beider Flachen den con stauten Werth 
h haben , so ergiebt sich folgende Bedingungsgleichnng für Xi A2 A3 : 



a) 



«1 «2 «3 



D: 



ßi ßa ßz 



• JJ/ z=ih. 



Ö4<^5Ö ^41^5^ 

Hieraus folgt: 

ttya^a^x^x^ , B . X -— h . ßißiß^^^^i ' 1/ . ö = 0. 

Diese Gleichung hat die allgemeine Form 

mx — n <J = 0, 

ihr gehören demnach zwei entsprechende Parallelen zu den Gegen- 
axen zu« 

Nim^t man zur Umkehrung an, dass zwei über entsprechenden 
Basen P4 P5 bez. P^' P5' construirte entsprechende Direiecke ihre 
Spitzen in entsprechenden Punkten zweier (entsprechenden) Paral- 
lelen zu den Gegenaxen finden, so variiren die A, dieser Spitzen 
gemäss einer Gleichung von der Form 

mx — »t<J = 0. 

Man schreibe für dieselbe 

so folgt aus a) : 

P4P5P n.ttia^ccs.XiXi.D 



P^P^'P m.ßiß2ßs.(SiO,,iy' 
also ist dies Yerhältniss für alle und nur für die entsprechenden 
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Punkte P und P entsprechender Parallelen zu den Gegenaxen 
constant, q. e. d. 

Lehrsatz: Der geometrische Ort für die Punkte, 
deren Abstand von einer festen Geraden zum Abstand der 
entsprechenden Punkte von der entsprechenden Geraden 
ein constantes Yerhältniss haben, ist eine Parallele zur 
Gegenaxe; die entsprechenden Punkte der andern Ebene 
liegen denünach in^ der entsprechenden Parallelen zur 
Gegenaxe dieser Ebene. 

Beweis. Die feste Gerade habe die Gleichung T« = 0, die ent- 
sprechende Ti = 0, welche in derselben Form wie in Nro. 3 vor- 
ausgesetzt werden mögen. 

Dann ist nach Nro. 3 b) das Yerhältniss der Abstände ent- 
sprechender Punkte P und P' von Ta bez. 2^; 

Soll das Yerhältniss den constanten Werth k besitzen, so er- 
giebt dies für r und Ö eine Bedingungsgieichung von der Form 

mt — nö = 0, 

dem Lehrsatze entsprechend. 

Aus diesem Beweise und der Giltigkeit der Umkehrung des- 
selben besteht der vollständige Beweis des Lehrsatzes. 

Derselbe ist eine einfache geometrische Folgerung des vorher- 
gehenden Satzes. 

9. Zwei dem Punkte P unendlich nahe benachbarte Punkte 
P4 P5 und die dem entsprechenden Punkte P' unendlich nahen 
Entsprechenden P^ Pf/ werden erhalten, wenn man den für P cha- 
rakteristischen Coefficienten A1A2A3 zwei verschiedene verschwin- 
dend kleine Yariationen ertheilt. 

Nach §. 2, 1 a) ist 

PP4P5 «1 «2 «3 » -P tr^t^ 

P^P.'P,' — ß,ß,ß^.D' ' Ö6,ö,' 

Die den Punkten P4 P5 P4 P5' zugehörigen Summen Ö4 Ö5 ^4 ts 
sind von den zu P und P' gehörenden Werthen 6 und r unendlich 
wenig verschieden. Folglich ist 

_. Tr4r5 r3 

Ltm = ~ , 

04 05 03 ♦ 

und demnach 



a) 
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PP4P5 «lOejffj.D t* 



Hieraus folgt der 



f 



Lehrsatz: Das Verhältniss zweier entspr.echenden un- 
endlich kleinen Flächen ist nur abhängig von der Lage, 
nicht von der Gestalt derselben. 

Oder: Das Verhältniss zweier an entsprechenden 
Punkten gelegenen entsprechenden Flächen ist eine 
Function dieser Punkte. 

10. Lehrsatz: Die beiden entsprechenden geome- 
trischen Oerter der entsprechenden Punkte, für welche 
das Verhältniss entsprechender Flächenelemente constant 
ist, sind zwei entsprechende Parallelen zu den Gegenaxen. 

Beweis. Aus Nro. 9 a) folgt für derartige Punkte, wenn das 
constante Flächenverhältniss = k ist: 

«1 «2 «3 ^ ^ , 



ßiß2ßsiy ö« 

Diese cubische Gleichung liefert nur eine reelle Wurzel für das 

Verhältniss -—• Setzt man den reellen Werth von 
o 



V 



aiCc^a^D n» 



T = fw, Yk =in, 



ßxßißzjy 

80 ergiebt sich die ideelle Wurzel r : 6 aus 

r 
w— = n. 

Demnach erfüllen alle die fraglichen Punkte P und JP' die Gleichung 

mx — nö = 0, 

Hegen also auf entsprechenden Parallelen zu den Gegenaxen. 

Die Umkehrung des eben Bewiesenen vervollständigt den Be- 
weis des Lehrsatzes. 

11. Die in den vorigen beiden Nummern entwickelten Sätze 
und Formeln geben ein einfaches Mittel an die Hand, um das Ver- 
hältniss y entsprechender Strecken auf zwei entsprechen- 
den ähnlichen Geraden zu bestimmen (Nro. 7). 

Das Verhältniss entsprechender Strecken ist hier wegen der 
Aehnlichkeit gleich dem Verhältniss unendlich kleiner entsprechen- 
der Strecken ; und dieses Verhältniss ist der Quotient aus dem Ver- 
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hältniss der Flächen entsprechender, über den verschwindenden 
Strecken als Basen constmirter differentieller Dreiecke und dem 
Yerhältniss der Höhen derselben. 

Das Verhaltniss der differentiellen Flächen für zwei entspre- 
chende durch die Punkte P und P gezogenen Parallelen zu den 
Gegenaxen ist nach Nro. 9 

Das Yerhältniss der Hohen, d. i. der Abstände nächst benach- 
baiier entsprechender Parallelen bestimmt sich aus 

p.p' = 4:Diy.BB' (Nro. 5 c) 
zu 

dp' p 2 

Setzt man hier für p' den aus Nro. 5 a) folgenden Werth, so 
erhält man 

d£ _ _ D.B.T^ 
""^ dp' ~ D'.B'.Ö^' 

Hieraus ergiebt sich das gewünschte Yerhältniss 
V , dp CC1CC2CC2 .ff ,t 

lieber die Bedeutung des Yorzeichens von y giebt folgende 
Bemerkung Aufschluss: 

Werden die beiden entsprechenden Parallelen zu den Gegen- 
axen in vom Fixpunkt aus gesehen gleichen Richtungen durch- 
laufen, so haben alle Dreiecke, deren Spitzen auf gleichnamigen 
Seiten der Parallelen liegen, gleiche Zeichen, im Gegenfalle an- 
gleiche. 

Werden hingegen die entsprechenden Parallelen so zurück- 
gelegt, dass die Bewegungen vom Fixpunkt aus gesehen entgegen- 
gesetzt gerichtet erscheinen, so haben alle die Dreiecke gleiche 
Zeichen, deren Spitzen auf ungleichnamigen Seiten der Parallelen 
liegen, im 'Gegenfalle ungleiche. 

Da 

r9 BD r» , 1 

so haben demnach k und y gleiche oder entgegengesetzte Zeichen, 
je nachdem pp' negativ oder positiv ist. 

Ist aber p p\ positiv , so ist dp : dp' negativ ; die Spitzen der 



r 
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entsprecheDdeii dififerentieUeu Dreiecke liegen demnach auf ungleich- 
namigen Seiten der Basen; ist hingegen |7|>' negativ, so liegen die 
Spitzen anf gleichnamigen Seiten der Basen. 

Nennt man nun zwei entsprechende Gerade gleichsinnig oder 
f angleichsinnig, je nachdem entsprechende Strecken derselben von 
entsprechenden Endpunkten aus vom Fixpunkte aus gesehen in 
gleichen Richtungen durchlaufen werden oder nicht, so erhält man 
folgendes Resultat: 

Ist y > 0, so sind die zu y gehörigen entsprechenden Paral- 
lelen gleichsinnig ähnlich. 

Ist y < 0, so sind die Parallelen ungleichsinnig ähnlich. 

12. Es giebt ein Paar entsprechende gleichsinnig con- 
graente Gerade und ein Paar entsprechende ungleichsinnig 
congruente Gerade. 

Für das erstere Paar ist 

^ ßißüßsB ' 

far das zweite: 

i\ Ö «1 «2 ^3 B 

Zwei symmetrische Parallele zur Gegenaxo eines 
Systems entsprechen zwei symmetrischen Parallelen zur 
Gegenaxe des andern Systems und bilden mit ihnen zwei 
Paare entsprechender Geraden, deren y sich nur durch 
die Vorzeichen unterscheiden. 

Denn sind zwei Parallelen um j>i nnd p2 von G^ entfernt, die 
entsprechenden um pi und P2' von -ff^, so folgt aus 

PlPl = P2Vl\ 

dass wenn p2 = — Pi ist, auch p-/ = — Pi sein muss. 

Gehört ferner den Parallelen im Abstände Pt bez. pi das Ver- 
hültniss öjt : tt (5. a) zu, so folgt, dass 

— — ^*™* ^-v» •^— • 
* T2 ^i 

Demnach ist: 

ya = — yi , q. e. d. — 

Ist das Verhältniss y entsprechender Strecken zweier ähnlichen 
Geraden gegeben, so sind die Entfernungen derselben von den 
Gegenaxen : a 
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^ = — ^y ^ ^ ^ — n^-» 

. «1 «2 ^3 -^ 

Für die beiden gleichsinnig congraenten Geraden werden 
diese Entfemnngen zu: 

p = — 2 — = — — ' ■ , 

Für die ungleichsinnigen congrueuten Geraden ergiebt 
eich: 

«1 «2 «3 i^ 

^1 ft ft ^ 

Hiernach lassen sich die Gleichungen entsprechender Pa- 
rallelen zu den Gegenaxen aus dem Verhältniss y wie folgt 
ableiten: 

Die Gleichungen J = 0, !£' = zweier entsprechenden ähn- 
lichen Geraden sind von der Form 



Z 



-2 ^^ ST., 



2' = 2:?i?ii±i^!S:/, i= 1,2,3. 

Pi 

Die Gleichungen von zwei parallelen Geraden, deren linke 
Seiten sich nur durch ein Vielfaches von Too unterscheiden, werden 
durch denselben Multiplicator auf die Normalform gebracht. Sei Ai 
der Multiplicator von 

2: = und 27 ^%i = 0, 
und Ai der Multiplicator von 

r=rOund2;'^si:; = o, 

pt 

so ist _ ^ B , _ z/ ^ 

^ ~~ Äj Ä2 A3 r ' ^ ~~ Äl Ä5 A3 fA 

Die Abstände p und %l der beiden Geraden von den Gegen- 
axen können als die Entfernungen eines Punktes der Gegenaxen 
von den Geraden Iferechnet werden. 
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Für jeden Punkt von G^^ ist 

ür jeden Pnnkt von G'^ : 

Pi ^ 

Demnach ist 

p = 2^BD, p' = 2^B'jy. 

V {l 

Vergleicht man dies mit den oben für p und p' gefandenen 
Werthen, so folgt 

V ai»ce.2 «3 'S 

Man kann demnach wählen 
f) i»^ = — yßiß2ß3B, V = aiaia^ff. 

Hieraus ergeben sich dann noch 

.\ A -^ 1 -B . / 1 ^ 1 ^ 

uw ^ I ^^^ ' • — — ^^— , —— ^^ . ;^^ — ^_ -^ • will • _— _— _— • , 

Äi Äj A3 001 ^2 ^3 -B" ' 7 hih^hs ßi ßq ßz B 

13. Congruente entsprechende Büschel. In congruenten 
Büscheln ist der Winkel zwischen je zwei Strahlen des einen Bü- 
schels gleich dem Wiokel zwischen den entsprechenden Strahlen 
des andern Büschels. Da nun die entsprechenden Strahlen ent- 
sprechender Büschel auf den congruenten Geraden gleiche Strecken 
ahschneiden, so bilden demnach die entsprechenden Strahlen con- 
gmenter Büschel mit den congruenten Geraden gleiche Winkel, und 
die Entfernungen der Centren congruenter Büschel von den con- 
g^menten Geraden sind in beiden Systemen — ohne Rücksicht auf 
die Vorzeichen — gleich. 

Da nun die entsprechenden Strahlen congruenter Büschel gleiche 
Winkel mit den congruenten Geraden bilden, so sind sie von allen 
entsprechenden Punkten der congruenten Geraden gleich weit ent- 
fernt, wiederum zunfichst ohne Rücksicht auf die Richtung. 

Allgemeiner findet man, dass das Verhältniss der Entfernungen 
zweier entsprechenden Punkte auf je zwei entsprechenden ähnlichen 
(reraden von je zwei entsprechenden Strahlen der congruenten Bü- 
schel positiv oder negativ dem Verhältniss y der auf den ähnlichen 
Geraden liegenden entsprechenden Strecken gleich ist. 

Nimmt man demnach in Nro. 3 b) für Pa^a j© zwei entspre- 
chende Punkte zweier ähnlichen Geraden , für T^ T\ zwei entspre- 
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(chende Strahlen zweier congmenten Büschel nnd lässt die Indices 
b nnd a hinweg, so ist far 

,. ttl«2«g -B* ^ 

ßißiß» B tf' 

« : r = ± y; 

mithin: 

Hieraus ergiebt sich als die Bedingung, welche von den /] '2 1^ 
in den Gleichungen der Strahlen congmenter Büschel erfüllt wird: 

a) DÄB = + iyA'B', 

oder in rationeller Form nnd b^ide Fälle umfassend : 

b) D^Ä^B^ = ly^Ä'^B'K 

Um den Coefßcienten Ä zu erhalten, berechne man die Ab- 
stände Si der Punkte Pi P2 -Pa nnd setze diese Plücker'schen Coor- 
dinaten von T in die bekannte Identität ein. 

Aus Nro. 3 b) folgt 

2 l 

c) ik = 'Zf'h^h'J^'^^^3'A..--• 
Sind yi^i^s die Seiten, (iiihlh die gegenüberliegenden Win- 
kel des Dreiecks P1P2P3, so erfüllen die |jt die Gleichung 

— 2 1, Ig y, y* cos jt, — 2&|,ysyicas^ =4D». 
Sabstitairt man hier die Weiihe |t aas c), so folgt: 

- 2 ^ y,y, cosft, - 2;^J>j y, owfh - 2 ^«» J- 

Ebenso findet man, wenn y\y^y^ die Seiten, fti'^V/ ^^® 
Winkel des Dreiecks PxP^'Pz bezeichnen: 

^'»— ^2 •PlP2P3|j32yi ^ ßf^ ^ ßf"" 

P1.P2 P2P8 PsPi J 

Man gebe der Gleichung b) die Form 

1 1 1 J_,^o 
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bezeichne die Coordinaten Ton T nnd T* in Bemg auf die Axen- 
dreiecke PxP^P^ bes. PiP^P^' mit nt and vi, berechne h ent- 
weder ans 

oder ans 

und setze der Reihe nach die beiden Werthsysteme in d) ein. Als- 
dann erhalt man zwei homogene Gleichongen zweiter Ordnung in 
Bezug auf u^ und t«i. Es ist nun zu beweisen, dass diese beiden 
Gleichungen je zwei Büschel darstellen. 

£b seien T4T4 zwei entsprechende Greradc, deren Jt die Glei- 
chung d) erfüllen. Man kann die l immer so varüren, dass die 
varürten l der Gleichung d) ebenfalls genügen, und dass die (üoef- 
.ficienten A^ Ä^' der diesen { zugehörigen Greraden T^ T5' dieselben 
Vorzeichen besitzen wie A4 und A^'. 

Alsdann sind die beiden gleichen spitzen Winkel, welche 7^, 
nnd Ts! mit entsprechenden Hälften der congruenten Geraden ein- 
schliessen^ gleich gelegen wie die spitzen Winkel zwischen den ent- 
sprechenden Hälften der congruenten Geraden und den Geraden 74 
tmd T4 und es ist femer in Folge dessen 

tTt, = rTh'. 

Die Gleichungen je zweier entsprechenden Geraden der beiden 
Büschel T4 T5 und T4' Tß' haben die Form : 

T=mT4 -f nTß = 0, 
T'=inT4'-i- nT5'=0, 
ond es ist 

Berechnet man mit HüKe dieser Werthe h die Goefficienton A 
and A! und benutzt man die Formel 






«8 ^1 ^ ^^» 

^34 hb 4" '35 ^14 -, ^, ^^^ „ 

7s Vi cos fl2 



]• 



sowie die entsprechende Formel ffir a t a f cos T4 Tß', so erhält man 

A4 A^ 

folgende Beziehungen: 
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Da nnn im vorliegenden Falle die beiden Cosinus einander 
gleich sind, so folgt ans 

11 

11 
cosTTn = w5r5?r7r-7r cos T/ T5' 



die Gleiclinng: 



D^B^A^ jy^Bf^Ä^ 

Es genügt demnach das ganze Büschel T4 7$ der Glei- 
chung d). 

Durch jeden Punkt der congruenten Geraden gehen ferner 
ausser je einem von zwei entsprechenden Strahlen dieses Büschels 
noch zwei und nur zwei Gerade, welche die Gleichung 

erfüllen. 

Denn seien die Gleichungen der beiden congruenten Geraden: 

itf = ^1 ci%i + g^e^Z^ + flFs c^1% = 0, 
AT = 9xd^%x + g^d^l^ + gzd^Z^ = 0, 

wo 

^* = — ßißißz Bat + aiO^a^^B'ßt (12 gX 

so sind, um der Behauptung zu genügen, m und ti so zu bestimmen, 

dass die Geraden 

2« =mT4 + nlf =0, 

die Gleichung 

D^AiB^ = ly^A'^B'* 

erfoUen. Nun ist nach e) und den letzten Formeln in Nro. 12 

_l_ _ m^ *« VA«. «««««» ;^« 

^, — ^, -I- n • ^,^, 
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j_ _ ?!l . ., h*k*kiß*ß*ß*.B* 

A'i ~~ A'l "^ ' d*ff* 

~ ^'~Är ^^ ectT^W. 

Hieralis folgt eine Gleichimg von der Form : 

»» + Imn = 0, 

welche ausser dem Belbstrerstandliclien Resultat « = ein und nur 
ein Paar entsprechende Gerade T^ T^' liefert. 

IHese heiden Geraden Tg T«' gehören den beiden oben gelon- 
denen entsprechenden congmenten Büscheln nicht an. 

Es lässt sich femer immer ein solches System der l finden, 
welches der Gleichung e) ebenfalls graiügt, nnd for welches das Pro- 
dnct der zugehörigen £rweiterungscoefficienten Äi A-i dasselbe Tor- 
zeichen hat wie A^A%. Dann lässt sich wie oben beweisen , daas 
jede Gerade des Buscheis A^ Ai bez. A^ A-i der Gleichung e) 
genügt 

Durch diese beiden Paare congruenter Büschel ist der ümfiaig 
der Gleichung e) erschöpft. 

14. Abstände der Gentren der congruenten Büschel 
Yon den Gegenaxen. 

Die Gleichungen zweier entsprechenden ParaUelen zu den €re- 
genaxen sind von der Form 

Die Erweiterungscoefficienten derselben sind: 



SoUen dieselben einer der beiden Beziehungen genügen: 

DBA = ±iySfA\ 
80 folgt: 

Man kann wählen : 

I/^» , DB* 



ßißißi^ aiOjOs 

und hat demnach: 



Heger, Analytieche Geometrie. |3 



n 
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Ein Punkt von G^ hat von der ersten Geraden den Abstand 

ein Punkt von Cr^ hat von T den Abstand 

Mit Hülfe der Werthe für A Ä^ mn findet man das gewünschte 
Resultat : 

«1^2 «8 I>'B'^ 



p ■= + 2- 
2>' = ± 2 • 



^1/32/33 B 
ß,ß,ßs DB^ 



o^u^as B' 

Vergleicht man diese Resultate mit den Formeln Nro. 12 d) 
und e), so bestätigt sich, dass die Centren congrnenter ent- 
sprechender Büschel in dem einen System eben so weit 
von der Gegenaxe dieses Systems entfernt sind, wie die 
congruenten entsprechenden Geraden im andern System 
von der Gegenaxe des letztern. 

■ Die beiden Centren, denen das positive Zeichen zugehört, liegen 
auf gleichnamigen Seiten der gleichsinnig congruenten Geraden; 
mithin haben diese beiden Büschel dieselbe Drehrichtung. 

Die beiden anderen entsprechenden Centren liegen auf ungleich- 
namigen Seiten der congruenten Geraden, die beiden Büschel haben 
also entgegengesetzte Drehrichtung. 

Es giebt demnach ein Paar gleichsinnig congruente entspre- 
chende Büschel und ein Paar ungleichsinnig congruente entspre- 
chende Büschel. 

Die 'ersteren beiden entsprechenden Punkte mögen als posi- 
tive CoHineationspunkte, die beiden letzteren als negative 
CoUineationspunkte bezeichnet werden. 

Diu'ch Verschiebung zweier auf einander liegenden collinear 
verwandten Ebenen lassen sich die positiven CoUineationspunkte 
zur Deckung bringen; durch Drehung lässt es sich dann erreichen, 
dass die durch den nunmehr gemeinschaftlichen ^Collineationspunkt 
gezogenen entsprechenden Strahlen mit ihren entsprechenden Hälften 
auf einander fallen. Alsdann decken sich insbesondere die beiden 
gleichsinnig congruenten Geraden so, dass die entsprechenden Punkte 
auf einander liegen, und die beiden Gegenaxen laufen parallel. 

Wendet man hingegen die eine Ebene im Räume um, und ver- 
eint man dann die negativen CoUineationspunkte, so wie die durch 
dieselben gehenden entsprechenden Strahlen, so decken sich die 
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entsprechenden Punkte der nngleichsinnig congraenten Geraden 
und die Gegenaxen gehen ebenfalls parallel. 

Zwei collineare Systeme, welche die eben erörterte Lage haben, 
heissen collinear liegende Systeme. 

15. Die Untersuchung über congruente Büschel zweier colli- 
nearen Ebenen lässt sich mit Hülfe der liiniencoor^inaten w^e folgt 
fahren: 

Sind Ti Tß , T5' Tß zwei Paar entsprechende Strahlen zweier 
congruenten Büschel, so ist 

Sind TT zwei beliebig entsprechende Strahlen derselben 
Büschel, 80 ist die zweite ausreichende und nothwendige Bedingung 
för die Congruenz der Büschel: 

b) sin l^T : sin TTc =0 T^^T' : sin TTe', 

T und T' werden aus den gegebenen Strahlen mit Hülfe der For- 
meln abgeleitet: 



Ut 



1WS5 -|- n 



Da nun 



mt^ -\- ntß 



swi Tft T : sin TTe = — - ' -^, 
Sf:nT7T':smT^e'=^:^. 



wenn rr' die Abstände der betreffenden Geraden vom Fixpunkte 
angeben, so kann man b) durch folgende Gleichung ersetzen: 

cj — : — = — j : — 7 • 

Für den Winkel TaTb zweier Geraden gilt 

cos tTTi = — ^\^la^lh9l + ^a^2h9l + thaihbO! 
d) — {Uiaihb + U2aUib)gig2 COSy^ — (««a^Sd + ^a^h)929z COS^i 

— («*3aWl6 + ^\a^b)gz9l COSy^Vy 

für den Abstand vom Fixpunkte hat man die Fornlel: 

13* 
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— 2 M2a U'ibg^ gz cos yi — 2Uza ««ift^'s^l <»« ^i- 

Setzt man nun ^ 

w*5 = ftö «1 w« + In «2 w*2 + ^35 «3^*3) : «5, 

in d) und e) ein, so erhält man 

^^, T^T — ^^""^ fz Z ^ ' 4- 7 7 ^2 , 7 7 «3 

COS I^Ie — «15 *16 ~3 i- *2Ö '26 Zi "T '«5 *36 "2 

%ö6 L M »^2 *^3 

f) — Qu he + kb ^16) ^~r ^^'«f^a —(^26 ^36 + ^85 h6)^^C0S^i 

n^2 uu 



— (Jib \(i 4- hh ^86) ^^ CÖS fA2 , 

^3^1 J 



.2 /» 2 #»2 «2 



^6 73 ^1 I 72^2 172 ^8 97 7 ?L?i>»nflf# 

X ^b ^\ *^2 *^3 »1^2 . 

— 2 ^25 '85 COS fil ~ 2 785 ?15 ^ COÄflj , 

^2^3 ^3^1 

h) -^ = Zfe— H 27i6726 cos^^ 

r^ r{ ri r^ 

Eben so erhält man: 
cos 



i) 



^5 Is' = TT" riß^i6r^2 "l — 

— Qih he + hb he) -7-7 C0S(h'-\''" , 

^1 »^2 J 



t) ;?i=?i'6^, + --2?i5?.»j^cas;t,'-.- 



JV 



2 1.2 



Bezeichnet man abkürzend die linken Seiten von g) und k) mit 
SDts und Sts , die von h) und 1) mit Wie und % , die eingeklammer- 
ten Polynome in f) und i) mit P und Q, so lassen sich die Bedin- 
gungsgleichungen 

cos T^Te = cos T^TJ , 

S5 ^6 ^5 ^6 

''s ^'ö ^b ^6 

ersetzen durch: 
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m) %P — 3RiQ = 0, 

n) %m — aRjWe = 0. 

Denkt man sieb 2$ gegeben nnd Te variabel, so liefeit n) eine 
Cnrve zweiter Classe, m) einen Pnnkt. Das Gebilde n) yrird von 
Ts berfibrt; denn die Gleicbnng wird erfallt for SR« = äRs, 
92« = SZs. Die Gleichung m) ist die des Tangentialponktes von Ti 
an n). Da nnn Tet wenn es mit T5 das Problem löst, beiden Glei- 
chungen, genügt, so folgt: Die Gleichungen m) und n) haben nur 
die gemeinsame Losung 

Ts = Te, 
wenn n) ein Kegelschnitt ist. 

Die Gleichungen m) nnd n) haben hingegen unzählige Losungen, 
nämlich sammtliche Strahlen des Büschels m), wenn die Gleichung 
n) zwei Punkte darstellt. 

Nur der letzte Fall ist for unser Problem werthvoll. 

Demnach ist T5 so zu wählen, dass die Gleichung n) in zwei 
reelle lineare Factoren zerfallt. Dies tritt ein, wenn die Discnmi- 
nante'Yon n) yerschwindet, d L wenn 



rl ri * 






IFcs cos 



T2 Ti r« r j ' 



5R^^C(>S/»i -a»6 ^COSfi/ 



r%U 



r^n 



SR6^^cos,tt,-aR5 
rsri 



^3 ^1 f^ aix^^ cm ^3 ^i- f 

»•3 Ty r^r^ r^r^ 






0) 

80 ist 



3 

3 '^3 

Setzt man hierfür abkürzend 

a3ii -b^im^ + c%m — dmi = o, 



=0. 



2«2y.2 






2 ».21,3 



»•i^»-»^! 



d = 



1 COS 11^ COSII2 

COS(ls — 1 COSfli 

cosih cosiii — 1 



— 1 



cosih 



cos fi3 
— 1- 



cos ih <^o^ f^i 



C0S(l2 
C0S(li 

— 1 
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Bezeichnet man mit yiV^Tz bez. y/y/^s' die Seiten der Drei- 
ecke Ti 2a Ts bez. T/ Ig' T3', so bestehen die beiden Systeme von 
Gleichungen : 

— yi + yaCöSfia + n cosii2 = 0, — yl + yicos/tj + yicos fti = 0, 

yicos/*3 — ya +r3<»s/*i = 0, yicosfAj — y2 + yJ cosiii =0, 
yicoÄfta + yacosfii — ya =0, yl cos^t -f yicosfil — yi =0. 

Hieraus folgt: Ä = Ä' == 0. 

Von der übrig bleibenden Gleichung 

5»6äR60>% - caR6)= 

sind die Wurzeln 

5»6 = 0, oder aK6 = 

far die Lösung unsers Problems ohne Bedeutung; demnach erübrigt 
als Bedingung dafür, dass n) zwei Punkte darstellt: 

p) h% — caRs = 0. 

Da in dieser Gleichung die {(-5 variabel zu denken sind, da 
femer SKs und Sts dieselben Functionen der 7,-5, wie die SRe^e in 
Bezug auf die {,-6 sind, so hat die Gleichung p) dieselbe wesentliche 
Gestalt wie n). Insbesondere enthält die Discriminante dieselben 
Goef&cienten ahcd^ die in o) vorhanden sind, an den Stellen von 
yt^^Rs stehen aber bez. ( — c) und ( — h). Durch diese letzteren 
Werthe verschwindet p) identisch. Es ergiebt sich demnach: Alle 
die Geraden Tb, in welchen Centra congruenter entspre- 
chender Büschel gelegen sind, bilden zwei Büschel. 

Setzt man aus p) den Werth 

m6:% = h : c 
in m) ein, so erhält man: 

hQ — cP = 0. 

Diese Gleichung liefert in Rücksicht auf die Yariabeln l^, dass 
die Geraden Tb einen der beiden durch p) dargestellten Punkte 
enthalten. 

Demnach sind die beiden unter p) enthalte-nen Büschel 
der Geraden Ts die beiden congruenten Büschel. 
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§. 3. 

Specielle Fälle der Collineation. 

a. Affinität. 

1. Zwei collineare Systeme sind affin, wenn das Ver- 
hältniss entsprechender Flächen constaut ist. 

Für Erfüllung dieser Definition ist ausreichend und % noth- 
wendig, dass das Yerhältniss differentieller entsprechender Dreiecke 
constant ist. 

Sind J^ und F* zwei derartige Dreiecke , so ist 

TP j^ _ «i«a«3 ff ^ 

Soll dieser Quotient unabhängig von Xi X%X^ sein, so muss 

«1 = A , «a = /Ja , «s = A, 

und es ist 

F : F' = D : ly. 

Ferner ist für alle Punkte 

z = 0. 

2. In affinen Systemen entsprechen sich die unend- 
lich fernen Punkte beider Systeme. 

Denn die Gleichungen 

r = und 6 = 
Werden wegen 

T = Ö 

zugleich erfüllt. 

Je zwei Parallelen des einen Systems entsprechen 
demnach zwei Parallelen des andern. 

Femer wird die Bedingungsgleiehung (§. 2, 7) 

für die X zweier Punktpaare P« i^ und PbPi, wenn die entsprechen- 
den Geraden Pa Pt lu^d P'a Pb ähnlich sein sollen , identisch erfüllt. 
Im engsten Anschluss an den eben bewiesenen Satz ergiebt sich 
demnach: 

In affinen Systemen sind alle entsprechenden Gera- 
den ähnlich. 

3. Nach §. 2, 3 ist das Yerhältniss der Abstände zweier ent- 
sprechender Punkte PaPit von zwei entsprechenden Geraden IfrZ«: 
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t . fc' — :?. :^ 

Dieser Quotient ist unabhängig von der Lage der Punkte; hieraus 
folgt (im Anschluss an Nro. 1): 

In affinen Systemen ist das Yerhältniss der Abstände 
entsprechender Punkte von zwei entsprechenden festen 
Geraden constant. 

4. Das Yerhältniss y entsprechender Strecken ist wegen der 
Aehnlichkeit je zweier entsprechenden Geraden nur von der Lage 
der Geraden abhängig, welche die Strecken enthalten. Es wird ans 
dem Yerhältniss der Flächen und der Höhen entsprechender über 
den Strecken als Basen construirter Dreiecke gefunden. 

Seien P^P^ und P4! P^ die beiden Strecken, A und A' die 
Erwe^rungscoefficienten der Geraden P^P^ und P^ Ps r sei ferner 
Pe P9 ein beliebiges Paar entsprechender Punkte , 1 1' ihre Abstände 
von P4P6 bez. P4 P^ , so ist: 

P4P6-P6 iPa'PsP^ = D:iy, 
i:^ = DA :iyA\ 
folglich ist 

y = A':A. 

5. Entsprechende Gerade haben in affinen Systemen die 
Gleichungen : 

T=hXi + J2%2 + h% =0, 

r= ZiSti' + ^32:2' + h%f = 0. 

Da die unendHch fernen Geraden sich entsprechen: 

T. = Sti + iEa + Js = 0, 

so haben demnach entsprechende Parallele Ti || T und T/ || T' die 
Gleichungen : 

Ti = (h + }c)Zi + (j, + fc)a:, + (?, + h)% = 0, 

ri'= (h + *)2i'+ (l» + *) 2,'+ (is + Ä)SEa'= 0. 
Hieraus folgt 

Ä=:±Äi, A' = ± Äi'. 

Werden demnach die Gleichangen von Geraden in den Formen 
.§. 2, 8 aX oder §. 2, 4 b) geschrieben , so haben in affinen Systemen 
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parallele Gerade gleiche oder entgegengesetzt gleiche Erweitemngs- 
ooefficienten. 

Dies ergiebt im Verein mit den Resultaten von Nro. 3 und 4: 
Die absoluten Werthe der Abstände je zweier entsprechenden Ge- 
raden aus zwei entsprechenden Parallelen - Schaaren von zwei festen 
entsprechenden J^nnkten haben ein constantes Yerhältniss. Oder : 

Der Abstand je zweier Parallelen einer Parallelen- 
Schaar hat zum Abstände der entsprechenden beiden Pa- 
rallelen aus der entsprechenden Schaar ein constantes 
Yerhältniss. 

Ferner : 

Der absolute Werth des Aehnlichkeitsexponenten y 
ist für alle Geraden einer Schaar und ihrer Entsprechen- 
den constant. Man bemerke dabei, dass zu allen Parallelen- 
Schaaren dieselbe einzige unendlich ferne Gerade gehört, — uud 
diese Paradoxie wird einzig und ausreichend durch den hypo- 
thetischen Charakter der unendlich fernen Geraden auf- 
geklärt; demselben zufolge hat die unendlich ferne Gerade 
keine bestimmte Richtung. 

Die Bedeutung des Vorzeichens von y ergiebt sich durch fol- 
gende Betrachtung: 

Hat das Verhältniss entsprechender Dreiecke dasselbe Zeichen 
wie das Verhältniss zweier homologen Höhen, so sind die Basen 
gleichen Sinnes, im GegenfaUe ungleichen Sinnes. Sind Ai und 
A\ die Erweiterungscoefßcienten der beiden Geraden T\ und Ti', 
welche die Basen enthalten, so sind also in den Fällen 

M : äC (= y) ^ 

die Geraden T\ und T\ gleichen bez. ungleichen Sinnes. 
Für zwei andere entsprechende Gerade 

2^, ||Ti, T,'||Ti' 
ist 

A^ : ^' = + ^1 : ^i', 
wenn der Fixpunkt von den beiden Streifen Tj Ti und Tj' T/ zu- 
gleich eingeschlossen oder ausgeschlossen wird; hingegen ist 

A^ ; A^ = — Ai : A\ y 

Wenn der Fixpunkt innerhalb des einen und ausserhalb des andern 
Streifens liegt. 

Versteht man nun unter gleichgerichteten bez. ungleichgerich- 
teten Bewegungen auf zwei Parallelen derselben Ebene solche Be- 
wegongen, welche gleidien bez. ungleichen Sinnes erscheinen, wenn' 
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man die eine Parallele darch Parallelverschiebong mit der andern 
zur Deckung bringt , so folgt : 

Werden die Parallelen der einen Ebene in ein und derselben 
Richtung durchlaufen, so sind auch die entsprechenden Bewegungen 
auf den entsprechenden Parallelen der andern Ebene gleichgerichtet. 

Der Gleichung 

genügen zwei verschiedene Schaaren von Geraden und 
ihre Entsprechenden. 

Denn- diese Gleichung repräsentirt ein Gebilde zweiter Ord- 
nung. Wird sie durch irgend ein Paar entsprechender Geraden 
Ti Ti befriedigt, so wird ihr auch durch die entsprechenden Paral- 
lelen zu Ti . und Ti genügt ; demnach enthält die fragliche Glei- 
chung einen unendlich fernen Punkt. 

Seien nun T„ T^ zwei beliebige entspi^hende Gerade mit den 
Erweiterungscoefficienten An nnd A'n, so haben entsprechende Ge- 
rade der Büschel Tj T» und T/ Ti die Gleichungen 

T = wi Ti + n r„ = 0, 
^''^mTi' + nTl = 0, 

und die ErweiterungscoefQcienten Ä und A' bestimmen sich aus: 

Damit nun auch T und T' das Verhältniss i y besitzen, müssen 
m und n der Gleichung genügen: 

+ 2— — -7-cö6'T,T, = -r-r. + 2— 7-7- cos Ti' 21. 



Diese Gleichung liefert ausser der selbstverständlichen Wurzel 

n = 
noch ein und nur ein Verhältniss n : m. 

Da nun alle Geraden, welche zu den durch m : n definirten 
Geraden T und T' parallel gehen, ebenfalls das Verhältniss i f 
besitzen, so folgt, dass der Gleichung 

^'2 : A» = y2 

zwei Büschel mit unendlich fernen Gentren zugehören. 

Zwischen den Resultaten des allgemeinen Falles und den eben 
gefundenen Ergebnissen besteht kein Widerspruch. 
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6. Die beiden Paare congruenter Büschel werden hier 
ZQ zwei Schaaren, deren Abstände von entsprechenden Pankten 
positiT oder negativ gleich sind, für welche also 

7. Die Affinität ist durch drei Paare entsprechender 
Pnnkte bestimmt. 

Denn seien die Coordinaten eines beliebigen vierten Punktes 
der ersten Ebene 

80 sind die Coordinaten der entsprechenden Punkte wegen a,- = ßi 
bestimnit , nämlich 

Xi == «1 a?ii -I- «2^2 + «8 43. 

b. Aehnlichkeit. 

8. Collineare Systeme sind ähnlich, wenn das Ver- 
bältniss entsprechender Strecken constant ist. 

Aehnliche Systeme bilden einen Specialfall der affinen Systeme; 
denn die Affinität wird ausreichend dadurch bedingt, dass alle ent- 
sprechenden Geraden ähnlich sind; denn hieraus folgt rückwärts 
a = t, und hieraus wiederum das constante Verhältniss entspre- 
chender Flächen. 

Demnach ist in ähnlichen Systemen 

«1 = /*! , «2 = /Sa , «3 = ft. 

Damit nun das Verhältniss je zweier entsprechenden Strecken 
constant gleich i v sei, muss noch überdies unabhängig von den l: 

Setzt man die Werthe für Ai und Al^^ so erhält man folgende 
sechs Gleichungen: 

y{ Yk cos f*{ = v^yi yt cos fii , 

wo for « 1 , 2 , 3 und für ikl irgend eine Permutation der Num- 
inern 1, 2, 3 zu setzen ist. 

Hieraus folgt als ausreichende und nothwendige Bedingung 
der Aehnlichkeit, dass 

CCi = ßi, Cf2 == ^3 , «8 = ^8 

und D CO ly. 
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c. Congruenz. 

9. Gollineare Systeme sind congrnent, wenn je zwei 
entsprechende Strecken einander gleich sind. 

Dieser Specialfall der Aehnlichkeit wird erreicht, wenn 

und D^iy. 

Zwei affine, ähnliche, oder congruente Systeme heissen 
gleichsinnig oder nngleichsinnig affin et«., je nachdem die 
Dreiecke D und D' , mithin je nachdem je jwei entsprechende Drei- 
ecke gleichen Sinnes sind oder nicht. 



§. 4. 
Boppelelemente auf einander liegender collinearer 

Systeme. 

1. Doppelelemente oder gemeinschaftliche Elemente 
zweier collinearen Systeme sind alle Punkte oder Geraden, welche 
mit dem entsprechenden Punkte bez. der entsprechenden Geraden 
zusammenfallen. 

Für die A von Doppelpunkten gilt damliach das System: 

a) ßiCCiXjti + l2^^k2 + ^3 «3^*3) •• ^ 

die l yon Doppelgeraden bestimmen sich aus: 

b) (?iöi«**i + ^202«*« + h(h^k9) • s 

== (lih^ki + hh^U + hhu'ti) : t 

Zur Bestimmung der k und l sind ii'gend zwei der drei Gleichungen 
des Systems a) bez. b) ausreichend ; denn sind die A den ersten bei- 
den Gleichungen a) gemäss bestimmt, so ist 



daraus folgt 



Xi = Xi , X2 = 0O2 : 



^3 = ^'3« 



Aehnliches gilt von den l der Doppelgeraden. 

Multiplicirt man die Gleichungen a) mit 0r, die Gleichungen 
b) mit 8t j so sind die Producte homogene Gleichungen zweiten 
Grades der l und l. 

Wählt man zwei aus jedem Systeme , so liefern dieselben vier' 
Systeme von Verhältnissen 
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A| : ^2 : A3 bez. h ' h • h' 
Zwei dieser Yerhaltnisssysteme sind immer reell, da das ans 

V 6 = r = 0, sowie das aus 

^^ , bez. 8=0 t = 

folgend^ Yerhältnisssystem reell ist und den Gleichungen a) bez. b) 
genügt. 

Die den Gleichungen c) entspringenden Systeme der A und l 
genügen aber der geometrischen Forderung nicht; denn diesem 
Systeme der A gehören die einander entsprechenden unendlich fernen 
Punkte der Gegenaxen , und dem Systeme der l die beiden durch 
den Fixpunkt gehenden entsprechenden Geraden zu; weder die bei- 
den erstgenannten Funkte , noch die beiden letztgenannten Geraden 
ÜEkllen im Allgemeinen zusammen. 

Jede andere Wurzel der ausgewählten Gleichungen liefert end- 
liche Werthe der x^ und x^ bez. u^ und Ut, mithin solche Werthe, 
die der geometrischen Forderung genügen. 

Hieraus folgt: 

Zwei auf einander liegende coUinear verwandte Ebe- 
nen haben einen Punkt und zugleich eine Gerade, oder 
drei Punkte und drei Gerade gemein, die sich selbst ent- 
sprechen. 

Die Doppelpunkte sind Träger zweier entsprechenden concen- 
trischen Büschel, die Doppelgeraden sind Träger zweier entsprechen- 
den Punktreihen. 

Ist nur ein Doppelpunkt und eine Doppelgerade vorhanden, so 
haben die beiden entsprechenden concentrischeu Büschel keine Dop- 
pektrahlen, die beiden auf einander liegenden Punktreihen keine 
Doppelpunkte. 

2. Sind drei Doppelpunkte vorhanden und bezieht man die 
QpUineationsgleichungen auf das Doppeldreieck, so gewinnen die- 
selben folgende einfache Gestalt: 

Die Coordinaten entsprechender Punkte sind: 

Xi = -- tti Äi , a;, = -T «2 Ä2 f i»3 = ~ «8 »8» 


Die Gleichungen entsprechender Geraden werden, da 
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T ^ li Ci Hq A3 Xi -\- ?2 ^2 A3 ^i ^2 ~l~ ?8 C3 Äi Äj ^3 = O, 
T' ^ lidi Ä2 Äg 0?! 4~ ^2 ^2 Äa ^1 X2 -\- Is dz hi h^ x^ = O- 

Dafür kann man ancb schr^eiben: 

J* = Zic^iir, 4- 72^2^2 + hd3X.i = 0, dt = --. 
Die Coordinaten entsprechender Geraden werden zu: 
w* = -^-^hi, m = liCiTi + ^2 C2 r^ + h ^3 ^3» 

7 /F 
«i = -^— ^Ä*, n = ^l^i^ + ?2^2»'2 + ^8^3**3» 

n 

3. Doppelelemente zweier affinen Ebenen. 

Die Coordinaten entsprechender Punkte zweier affinen Ebenen 
werden nach den Formeln abgeleitet: 



Xi = 



6 



a) , Aj a;ii + Xq Xi^ -{- X^ xi^ 

Xi = 



ö 

ö = A, + A2 + Aj. 



Die A der Doppelpunkte ergeben sich demnach aus zweien von den 
drei Gleichungen: 

li) ^1^*1 "t" ^2 ^*2 + A3 Xi^ Ai xjti + A2 a;i2 + ^s^ts 



6 



Diese Gleichungen werden durch <J = erfallt; aber nicht alle 
dieser Gleichung entsprechenden unendlich fernen Punkte sind Dop- 
pelpunkte, sondern nur die, für welche zugleich 



c) Xi : Xi = Xi : Xo 

Die drei in dieser Form enthaltenen Proportionen sind für un- 
endlich ferne Punkte erfüllt, wenn eine von ihnen gilt. Setzt man 
nun z. B. in 

Xi : x^ = Xi : X2' 
oder 

Xi ic^ — x^ Xi = 
die Werthe ans a), so folgt für Ai A2 A3 eine homogene quadratische 
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Gleichimg. Die Pookte, deren k dieser Gleichung genügen. Hegen 
aof einem Kegelschnitt. Ist derselbe eine Ellipse , so giebt es keine 
unendlich fernen Doppelpunkte; ist er eine Hyperbel oder ein Paar 
Gerade , so liegen die nnendlidi fernen Doppelpunkte in den Asymp- 
toten bez. in den beiden Geraden; ist er eine Parabel, so ist ein 
unendlich femer Doppelpunkt Yorhanden, welcher auf der Parabel- 
axe liegt. Ist ein unendlich entfernter Doppelpunkt vorhanden , so 
giebt es zwei gleichgerichtete entsprechende Parallelenschaaren, 
welche den Doppelpunkt enthalten. 

Zur Bestimmung der im Endlichen gelegenen Doppelpunkte 
erübrigen die drei Gleichungen: 

Diese drei Gleichungen sind nicht unabhängig von einander. 

Irgend zwei von ihnen dienen zur Bestimmung des Yerhfilt- 
nisses der X. Man erhält ein Yerhältniss A| : Aj : A3, ausser wenn 

N Öji • 8i2 • ^13 = 821 : ^22 : ^23 = ^31 : ^32 • 83s» 

Vik ^= ^t* — ^li- 

In diesem letzteren Falle resultiren unzählige Werthsysteme 
der A; da dieselben einer linearen Gleichung 

8f 1 ^1 + ^12 ^2 + 8,3 Aa = 
genügen, so folgt: 

Wenn dieProportionen c) erfüllt sind, so besitzen die 
affinen Systeme unzählige Doppelpunkte; dieselben er- 
füllen eine Gerade, es liegen mithin zwei congruente Ge- 
rade mit den entsprechenden Punkten auf einander. 

Der fernere Ausnahmefäll 

da = 0, also x^ = x'n 
liegt ausserhalb der gegenwärtigen Betrachtung; dann fallen die 
Punkte Pi P2 ^3 auf die Punkte P/ P/ P3' ; die beiden Systeme 
sind cpngruent und liegen mit den entsprechenden Punkten auf 
einander. 

Sind die Proportionen e) nicht erfüllt, so liefern die Gleichun- 
gen d) nur ein Wurzelsystem. 

Der zugehörige Doppelpunkt ist ebenfalls unendlich fern, wenn 
die Lösungen des Systems d) zugleich die Gleichung Ö = er- 
füllen. Da je zwei der Gleichungen d) die dritte herbeiführen, so 
erhält man als ausreichende und nothwendige Bedingung für die 
unendlich entfernte Lage aller Doppelpunkte zweier affinen Systeme 
aus dem Verein der Gleichungen 
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A, 8,1 + X.2 di2 + Xg dis = , 
^1^*1 + ^28*2 + A3 8^8 = 0, 
Xi + X2 +A3 =0, 
das Verschwinden der Determinanten 

8fi d{2 d,'s 

dti 8*2 8*3 = 0, 
1 1 1 

worin t ks ein Paar der Nummern 1,2,3 sind. Diese drei Deter- 
minanten yerschwinden gleichzeitig. 

4. Affinitätsgleichungen in Bezug auf die Doppel- 
elemente. 

I. Entsprechende Punkte yon zwei affinen Systemen mit einem 
endlichen Doppelpunkte P» und zwei Doppelstrahlen P3P1 und P3 Pj 
mögen durch ihre Abstände von Pz P2 und P3 Pi charakterisirt 
und auf das Dreieck Pi P2 P3 bezogen werden. Sei yi und y^ das 
Verhältniss entsprechender Strecken auf den Doppelgeraden Pg Pi 
und P3 Pi , ferner Ä] h^ die von Pi und Pq ausgehenden Höben, so 
sind die Coordinaten Xi und x^ für die Punkte 

P\ P2 P3 Pi P2 Pb 

Xi = hl yih 0, 

iTg = Ä2 ^2 Ä2 0. 

Mithin ist für zwei entsprechende Punkte 

Xi r= ?i Äi , a?2 =^ ^2 ^2 t 

Xi' = ?i yi Ä,, %' = I2 ya Ä2, 
oder kürzer: ^ 

a) a;i' = yia?i, Xi^ — y^x^. 

II. (riebt es keinen endlichen Doppelpunkt beider 
affinen Systeme, so gestalten sich die Yerwandtschaftsgleichungen 
api einfachsten, wenn man zwei Paar entsprechender Punkte und 
die Bichtung zweier gleichlaufenden Schaaren voraussetzt. Seien 
PiPqPiPq die gegebenen Punkte, P^ der unendliche Doppel- 
punkt, so bestimme man die Punkte in Bezug auf das Dreieck, 

P\ P2 P<30 • 

Die Coordinaten der gegebenen Punkte sind: 

Pi P2 Po. Pl ^2 i^oo 

Xi h hl hf 0, 

Xi h h — hl h — Ä2 0, 

Xz H Ci e^ B, 

worin h die Breite de^ Streifens Pi Pj P^^ , hi — h^ die Breite des 
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Streifens Px P^ P^^ und CiB^ die Abstände der Punkte Pi P2 von 
Pi P2 angeben. 

Die Coordinaten je zweier entsprechender Punkte sind alsdann 

* Xi = lih, a?2 = ^2 ^ ? ^3 = ^3 Hj 
x^ = AiÄ, + A2Ä2, x^ = Ai(Ä"-Ä,) + ^2(^ — 7*2), 

x^ = ^i Ci +• ^ ß2 + ^3 Ä 
Mithin ist 



^1 „ I ^ 



«1' = -y^^x + X^^' ^*' = aji + a?! — iTi', 

Diese Formeln liefern nur dann endliche Doppelpunkte, wenn, 
wie man sich leicht überzeugt, 

(Äi — Ä) : Ä = ^1 : 62« 

III. Liegen zwei congruente Gerade mit den entspre- 
chenden Punkten auf einander, so ist die Verwandtschaft durch 
die congruente Gerade und ein Paar ausser ihr gelegener entspre- 
chende Punkte Pz P^ bestimmt. 

Man nimmt am einfachi^ten zwei Punkte Pi Pj der entsprechen- 
den Geraden und P3 als Ecken des Coordinatendreiecks. Die Coor- 
dinaten der gegebenen Punkte seien: 

Pi ^Pi -P2 ^ -P2 

Xi hl 

rC2 Ä2 

Xz 

80 ist für je zwei entsprechende Punkte : 

Xi =^ Xihi, X2 =^2^2, iPa = Aj^Z/s , 
Xi = Ai Äi 4- A3 ei , rrg' = ^2 Ä2 -|- A3 «2, ^3' = A3 e.^ 
Oder : 

rci' = xi + —Xq, 2^2' == ^2 + t-^3» ^3' == T-^8. 

A3 /»3 A3 

Ist 65 = A3 , so sind alle Parallelen zu Pi P^ entsprechende 
Geraden ; mithin liegen dann je zwei entsprechende congruente Pa- 
rallelen auf einander, jedoch sind nur in einer dieser Geraden die 
entsprechenden Punkte vereint. 

Man sieht leicht, dass hier die beiden Systeme collinear lie- 
gend sind, wie auch immer das Punktepaar P3P3' gelegen sein mag. 

5. Zwei ähnliche Systeme sind affin, aber ohne congruente 

Heger, Analytische Geometrie. |^ 



i^3 


P3' 





«l 





^2 


Ä8 


^3» 



y^ 



' 
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Gerade zu besitzen; mithin haben sie höchstens einen endlichen 
Doppelpunkt. 

Congruente Systeme haben entweder einen endlichen Dop* 
pelpunkt, oder sie sind collinear liegend; im letzteren Falle sind 
sie entweder symmetrisch oder identisch. 

6. Aus den eben entwickelten Sätzen ergeben sich mit Leich- 
tigkeit die folgenden : 

In der Ebene zweier Dreiecke ABC, A' B* O giebt es immer 
einen endlichen oder unendlich fernen Punkt P, der so beschaffen 
ist, dass 

*PÄB: PBC:FCA = PA!B' iPB'C : PO AI. 

In der Ebene zweier Strecken A B und A! B! giebt es immer 
zwei Punkte P und Q, welche so beschaffen, dass die Dreiecke 
PAB und PA!B' gleichsinnig, die Dreiecke QABmi^ QA'Bf 
ungleichsinnig ähnlich sind. "^ 

In der Ebene zweier gleichlanger Strecken AB und Aß 
giebt es immer zwei Punkte P und Q, so dass die Dreiecke PAB 
und P A! B' gleichsinnig , die Dreiecke Q AB und QA'B' ungleich- 
sinnig congruent sind. 



§.5. 
Vereinfachte Darstellung der CoUineationsgleichungen. 

1. Seien Pi P^ Pz und Pi P^' P^ zwei Dreiecke, deren homo- 
loge Ecken sich collinear entsprechen, seien femer die Coordinaten 
eines vierten Paares entsprechender Punkte P^ P^ abgeleitet nach 

X I* = a*Äi, «1 + «2 + «8 = 1, 

^^ . li*=^*Äi, ft + ft + ft = l, 

wobei sich die |* und |i auf die Dreiecke P1P2P3 bez. Pi'Pj'Pj' 
beziehen, so sind die Coordinaten je zweier entsprechenden Punkte 
P und P' gegeben durch 

Xk = -~r^h^ ö = «1 ^1 + «j ^ + o» ^8, 

a4 = -^W, r = ^1 Ai + /J2 i» + A Ag. 

2. Die Gleichungen <J = , r =' liefern auch hier die ent- 
sprechenden Paare T^ und G*^ bez. Tj^ und Q^\ die Gleichungen 
mö -\-nt = liefern zwei entsprechende Parallelen zu den beiden 
Gegenaxen. 
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3. Die Gleichnngen zweier entsprechenden Geraden P5 P^ nnd 
Pft -Pg sind: 



T = 



Xi Xi Xz 

^15 «85 ^5 

«l« a^« a^6 

Setzt man hier 



= 0. r = 



Xi 



Xt' 



ü^' 



Xii X^i ÄJ5 

«16 ««6 «ae 



0. 









80 lassen sich die Gleichnngen anf die Form bringen: 



c) 



T = — - Xi H —X2 + —— aJs = 0, 

«1 «2 «3 



Pi 9% RS 

Oder in Rücksicht auf a) : 

h 

&1 b3 53 



ri =-^«1 +-^a^ +4a?, = 0, 



d) 



T^'=^x,' + ^x,' + ^x,'=0. 



61 b2 b3 

Hiernach sind die Gleichnngen der Gegenaxen, för welche lt=gl^]^ 
bez. h = gtit' 

\ bl b2 bS 

/!/ jyi Sl ^ y I g^2 62 ^ / I g3 I3 ^ y ^ 

£1 b2 b3 

4. Die Flächen zweier entsprechender Dreiecke Pot-Ph-P« und 
. 1^ Pi Pi sind 

Ctj (^2 Cts ft| ^ As 



Xtn ^11 Xrt '■ '» 



in -^ II -^ o 



'mfi«9 



■*m -je« X« — — -^miio* 



m •*• n -^ o 



^m ''^n ''^o 



Das Flächenverhältniss an zwei entsprechenden Punkten ist 
demnach nnter Rücksicht auf a): 

«\ Jr— ^' ^^ ^« — 

5. Seien il^' die Erweiterungscoefficienten von den Gleichun- 
gen der Gegenaxen in der Form e), so sind die Abstände zweier 
entsprechenden Punkte FP^ yon denselben bez.: 

p = A 



J0' 






U* 



cosv 
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Hiernach ergiebt sich das constante-Prodiict; 
h) pp' = A. A\ 

Hierin ist 

bl ' b2 b3 bl b2 

— 2 1-| cOÄ-fta — 2 — 1-| cos^V 

Af2 1 . t?lIL -L ^^ ^^ -i- ^^ ^^ _ 9 ^lllhl^ 

"" VS7 "^ ri "^ ri ii'i2' 

— 2 fc;u; CQSV2 — 2 fc ; c, ; cos yg )• 

b2 bS bS bl / 

6. Ans g)und h) folgt das Yerhältniss entsprechender Strecken 
auf zwei ähnlichen Geraden zu: 

^. _ , dp _ ^l^2^H>^^.Ä' T_ 

§. 6, 
Involutoriache Ebenen. 

1 I 

1. Zwei auf einander liegende collineare Ebenen sind invo- 
Intorisch oder in Involution, wenn jedem Punkte des Trägers 
(d. i. der gemeinsamen Ebene, auf der beide Systeme liegen) ein 
und derselbe Punkt entspricht , gleichviel ob man ihn als Punkt des 
einen oder des andern Systems ansieht. 

Zwei Punkten Äi A^ des Trägers entsprechen dieselben zi^ei 
Punkte ^1 B2 I gleichviel ob man A\ und A2 als Punkte des ersten 
oder zweiten Systems ansieht. Mithin entspricht auch jeder Ge-' 
raden {Ai A^) des Trägers ein und dieselbe Gerade , wenn sie 
dem ersten oder dem zweiten Systeme zugehört. 

Zwei Ebenen sind demnach zugleich für die Punkte und die 
Geraden in Involution. 

2. Dem Punkte P« des ersten Systems entspreche Pi des 
zweiten ; dem auf dem Punkte Pi liegenden Punkte des ersten Sy- 
stems entspricht nach der Definition der auf P« liegende Punkt des 
zweiten Systems. Die Gerade P« Pi ist demnach selbstent- 
sprechend. Bei zwei involutorischen Ebenen sind demnach alle Ver- 
bindungsgeraden je zweier entsprechender Punkte selbstentsprechend. 

Je zwei Yerbindungsgeraden entsprechender Punkte schneiden 
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dch in emem IXoppe^onkte. Jede seIl»teAts{w«<^Bde Gerada P^ Pa 
hat Biit emor sndem P» i^ einffit endKekeB oder «nendlich feraeiL 
Punkt gemein; dannaeh hat jede selbstent^preciieiide Cverade ift« 
rdntoriseba' Sjsteme zwei Doppelpnnkte. 

In zwei ccffinearen Systemmi baben entweder alle Gerade 
lauter Doppelpunkte; dann sind die Systeme coograent und decken 
ncfa ; — oder eine Gerade liat lauter I>o|^lpankte ; dann sind sie 
eollinear H^csd; — oder keine Gerade bat lanter Doppelpunkte. 

Der erste nnd mahichegte Fall der InTolation, — der zweier con« 
gmenter edck deckenden Ebenen — werde Ton der weiteren Be« 
trachtnng ausgeschlossen; in den anderen Fallen giebt es Gerade 
mit zwei Doppelpunkten. 

Jede Yerbindungsgerade zweier entsprecbender Punkte enth^ 
swei inyolutorische Punktreiben. Die Doppelpunkte derselben können 
nicht beide unendlich fem sein. 

Seien iJi und ü^ die beiden Doppelpunkte einer selbstentspre* 
chenden Geraden T. Alle übrigen Yerbindungsgeraden entsprechen* 
der Punkte gehen entweder durch üi oder durch i7^. Es können 
nicht durch /7i und IT^ zugleich mehr als zwei dieser Geraden gehen ; 
denn gehen dulch üj die Geraden Ty und Tj, durch fJ^ T$ und Tt» 
80 sind die Schnittpunkte 

von Ti mit T, und T4, 

n ^« n ^1 » ^2» 
» ^4 » ^1 » ^a 

Doppelpunkte, weil sie Doppelgeraden gemeinsam sind. Fügt man 
hinzu, dass die Geraden Ti und T^ ausser den angeführten auch 
die Doppelpunkte /7i , die Geraden T3 T4 noch den Doppelpunkt 
ilj enthalten, so folgt, dass die vier Geraden Tj Ta T3 T4 sÄmmtlich 
congruente sich deckende Punktreihen enthalten, denn jede von 
ihn^n hat drei Doppelpunkte ; dann sind aber alle Punkte der beiden 
Systeme Doppelpunkte. Es führt daher die obige Annahme auf 
den bereits ausgeschlossenen Fall zweier sich deckenden Ebenen 
zurück. 

Demnach ' geben durch den einen Doppelpunkt von Tunend- 
lich viele, durch den andern Weniger als zwei selbstentspreohende 
Gerade. Folglich, sind zwei involutorische Systeme eol- 
linear liegend; die Verbindungsgeraden je zweier entsprechenden 
Punkte haben den einen Doppelpunkt — das Collineationscentrum — 
gemeinsam; die anderen Doppelpunkt^ liegen auf einer Geraden, 
der Collineationsaxe. 
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3. Auf gleiche Weise findet man : 

Der Durchschnitt je zweier entsprechender Greraden ist Doppel- 
punkt und Träger zweier concentrischen involutorischen Büschel. 
Die Yerbindungsgerade zweier solcher Gentra ist eine Doppelgerade; 
folglich hat jeder der inyolutorischen selbstentsprechenden Büschel 
zwei Doppelstrahlen. 

Wenn diev Systeme sich nicht decken, so giebt es unzahlige 
Doppelbüschel mit nur zwei Doppelstrahlen; da nun die Gentra 
aller Doppelbüschel in einem der Doppelstrahlen irgend eines dieser 
Büschel gelegen sind, so folgt, dass der eine Doppelstrahl eines 
dieser Büs«hel unzählige Doppelpunkte enthält und Doppelstrahl 
für alle auf diesen Doppelpunkten liegenden Doppelbüschel ist. Der 
zweite Doppelstrahl eines jeden der Büschel enthält weniger als 
zwei — mithin nur und stets einen Doppelpunkt, der allen diesen 
Doppelstrahlen gemeinsam ist. Also sind die Systeme coUinear lie- 
gend; der unzähligen (d. i. allen weniger einem) Doppelbüscheln 
gemeinsame Doppelstrahl ist die Gollineationsaxe ; die übrigen Dop- 
pelstrahlen bilden ein sich deckendes Büschel und- schneiden sich 
im Gollineationscentrum. 

4. Involutionsformeln für den Fall eines endlichen 
Gollineationscentrum und einer endlich fernen Gollinea- 
tionsaxe. 

Die beiden Systeme werden am einfachsten auf ein Doppel- 
dreieck bezogen, dessen Spitze Ai im Gollineationscentrum, dessen 
andere Ecken auf der Gollineationsaxe liegen. 

Die allgemeinen Gollineationsformeln für den Fall eines selbst- 
entsprechenden Axendreiecks sind : 

a?* = — — Ä* , a?4 = — -— Ä*. 
o r 

Für einen Punkt von Ä2 As ist: 

A3 oe^ A3 03 , 

A2 «3 -r A3 a^ ^2 ^3 -f- A3 0^ 

für den entsprechenden: 

f / ^3 Pi ■> f "3 Ps 

a?! =: 0, X2 z= /» , 3 /» ^1 ^« = 1"^ 1 1 /t ^' 

A2 P2 -t- Aj p8 ^ P2 + *a Ps 

Da nun alle Punkte von A2AS sich selbst entsprechen, so ist.: 

folglich : 

«3 : ^3 = «3 : ^g. 

Setzt man 



so ist 

LIbbI waam des lT>iex tv*« «u xz^i S* vv^« «i «err^^v« $:k^ ikr 
zwei cQÜineu- ticgesde SirtoM m Beouf jnf tcEx IV^f^v^nf»Mk ^ 
FfMinelii: 

^ — ^ *> '5 — "i"^ ** — — i — ^^ 

Xl «I, X- A^ Jj Ä;.^ 

Wird nun ein Punkt {« als Packt des «arsten Svstit^nis Wlrftcb- 
tet, und änd i.^ seine Ableitnngszaklen « so tsl nach «) 

i.-a,.i,=lL i ^.J-.ii.JL. 

hl 1 — « — fia Aj « A$ fi« 

Sind xi die Coordinaten des entsprechenden Punktes« so ImWii 
dieselben das Yerliältniss : 

*>) Xl :Xt :x^ =ii -— : «3 - : & — • 

l ff flCt 0t IC 

Sieht man dagegen ^ als Pnnkt des zweiten Systems au« so haWn 
seine Ableitongszahlen das Yerhältniss: 

, , , I. 1 I, 1 I» 1 

Das Yerhältniss der Coordinaten x^ des entsprechenden Punktes ist 
demnach: 

Im Falle der luTolution ist 

t f t 

Xl : X] : o^s = ^1 , • ^ : Xs . 

Dies tritt ein, wenn 

Hieraus folgt entweder 

, 1— « — fta _ 1— /}— p/i 

a p 

oder 

^ = ^ 
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Ans der Gleichmig e) Iblgt 

« = /»- 

In diesem Falle sind die Systeme congraent und decken sich. 
Die Gleichung f) ergieht: 

g) i + 1 = 2(1 +P). 

Man kann daher setzen: 

h) , '^ , 



^ = r 



i + fi + i' '- i + ^-t 

Hieraus ergeben sich folgende Inyolutionsformeln: 
, — *' * 4 , - *« _JL_i 

.. <J 1 + ^ + t " 

„t *i * 1. _» *» ^ 1. 

*i — " ^ — ; r*i » ^ — — ■ "i — i 1 "* » 

r 1 -|-f» — *• t l+(* — * 

'»-TU- .«-*** 

Die Formeln för Geradencoordinaten sind demnach: 



«« 



, h k A3 

Denn wenn die Collineationsformeln auf Doppeldreiecke bezogen 
werden, so ist 

111 
oti : ff j : «s = — : — : — , 

ai «2 ÖS 

Die Gleichungen der beiden Gegenaxen in zwei Systemen mit 
drei Doppelpunkten sind: 



CoDinear Tvurmndte Pankti?biRt<m im R^ume. 



:il7 



«l «t *! 

«I 

Hicniis folgt, 
InToliition ergiebt: 

DieGegenaxen xveier in Toluiori sehen Ebenen decken 
sicL Man beweist leicht die Umkehr dieses Satzes : 

Wenn zwei collineare Ebenen collinear liesrend sind 
and die Gegenaxen sich decken, so sind die Ebenen in 
InYolntion. 



A _ ft f^ . ^ . f^ 

«j " «3 ßi ^ ßs 
sich anch nnmittelbar ans der Definition der 



§-7. 
Collinear verwandte Punktebenen im Banme. 



*) 



1. Sind Xii , Xt2j ^kz nnd x^i , Xt^y »a , sowie 

Xt4 = «1 Xti + iTj xti + «3X43 , t = 1, 2, 3, 4, 

^4 = ßi x*i + ßi^ki + ßz ^ki 

die Coordinaten von vier Paar entsprechenden Punkten zwei col- 
linear verwandter Ebenen in Bezug auf zwei verschiedene Axente» 
traeder, sind die Coordinaten von je zwei entsprechenden Punkten 
bestimmt durch 

^k = (^1 «1 a?*i + ^ «2 a;*2 + ^ «3 JP*s) : ^» 
^k = i^ißixjti + Aj/Jsxis + Aaftxia) : r. 

2. Zwei entsprechende Geraden lassen sich hier am kürzest cdi 
durch die lineare homogene Gleichung zwischen den l ihrer Punkte 
bestimmen. Insbesondere liefern wie früher die Gleichungen 

<5 = 0, r = 

die Geraden T« und 6r« bez. ff« und T«. 

3. ^e Ableitungszahlen 



b) 



«1 «2 O63, 
A| «1 ^ A2 «2 ^3 ^S 



ßl ft ^8» 
A, ßl A3 /Ja Aj /J| 



6 







bleiben unverändert, auf' welches Tetraeder man auch die Ebenen 
beziehen mag. 
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Wählt man zwei solche Tetraeder, von deren einem drei Ecken 
auf der Ebene der Punkte Xt, von deren anderm drei Ecken auf der 
Ebene der Punkte xi liegen, bezieht man die Punkte einer jeden 
Ebene auf das in ihr enthaltene Tetraederdreieck und bezeichnet 
diese ebenen Coordinaten mit Pi bez. j^, so erhält man, wie man 
sich leicht überzeugt, die Coordinaten yitf'it aus den j^- Coordinaten 
der Punkte Pi Pj JP» P4 bez. Pi P2 P/ P^' mit Hülfe derselben Ab- 
leitungszahlen wie in a) und b). 

Insbesondere ist demnach für zwei affine Ebenen: 

«1 = /3, , «2 = ^2 » «3 = ^s. 

4. Lehrsatz: Eine Ebene ist mit ihrer Centralpro- 
jection auf irgend eine andere Ebene collinear verwandt, 
und zwar sind je zwei entsprechende Punkte auf demsel- 
ben Projectionsstrahl enthalten. 

Beweis: Die Coordinaten der projicirten Ebene T mögen mit 
Xi, die der Projectionsebene T' mit a?J bezeichnet werden; die Coor- 
dinaten eines vierten sowie die jedes andern Punktes der Ebene 
T mögen nach den Formeln Nro. 1 a) und b) aus denen dreier 
Fundamentalpunkte abgeleitet werden. Die Ebene T werde von |^ 
aus projicirt ; die Gleichung der projicirten Ebene sei 

T' = axi' + biTa' + CÄfa' -|- dXi! = 0. 

Die Coordinaten der Projection eines beliebigen Punktes von P 
werden mit Hülfe der Zahlen m und n abgeleitet nach 

, m^t + nxjt 

^k = i » 

m und n bestimmt man durch Substitution dieser vier Werthe in 
T' = 0; bezeichnet man abkürzend 

axi + hx^ + cXi H- dx^ ^ p^ 
so ergiebt sich hieraus 

b) W : W = — jp : jr. 

Folglich ist 
^ ^ — p£i + 3ra?A 

Giebt man einem Punkte P und dem zugehörigen Werthe p 
denselben Index, so ist 

d) i> = (-^1 «iPi + h OhPi + h cc^Ps) '• ^' 

Substituirt man dies in c) und drückt x^ durch die Fundamental- 



i GdKiMir vervandte Ebi^Kefibandri. :^l^ 



punkte aas« ao ergielA ack« ««■■ Pmkt 

Index eriiallcB: 

:(ar— jl)0. 

Setzt man c,(ar — JV> = fi., so «rlaageB diese Twr F <!«i<h i tti^ 
Form Ton 2^ in Nro. 1 b). q. e. d. 

5. Vereint man zvei congrnente entsprecbi^nd<^ Gt^*^ 
rade zweier eollinear Terwandten Ebenen so, da$s die 
entsprechenden Punkte sieb decken, so liegen die beiden 
Ebenen perspectiriscb; d. h. es giebt einen Pnnkt in 
Ranme, der die Punkte der einen Ebene auf die ent$pre- 
cbenden der andern projicirt. 

Denn dann sind je zwei entsprechende abnücbe Geraden parallel» 
mithin perspecÜTisch. Yon dem Projectionaeentrum sw^er ihn- 
Hohen Geraden G und G' projieire man die eine 2* Ebene auf die 
andere T*. Die Projection ist dann coUinear verwandt mit T, mithin 
auch mit T'. Da nnn Tier nicht zu dreien in einer Geraden lie- 
gende Punkte von T auf die entsprechenden von T' projicirt werden 
(nämlich irgend zwei Punkte von Cr auf die entsprechenden von Cr' 
und irgend zwei der gemeinsamen congruenten Greraden), so hat die 
Projection yon T mit T' Yier Punkte gemein; haben aber zwei ci>U 
lineare auf einander liegende Ebenen vier Paar entsprechende 
Punkte gemein, so haben sie jedes Paar entsprechende Punkte ge« 
mein, sind identisch. 



§.8. 
CoUinear verwandte Jnt>enenbündel. 

1. Die Ebenen zweier Bündel sind eollinear verwandt, wenn 
jeder Ebene des einen Bündel eine und nur eine des anderi^ wenn 
femer jedem Büschel des einen Bündels ein Büschel des andern 
entspricht. 

Man sieht leicht, dass im Allgemeinen die CoUineation zweier 
Bündel durch vier Paare entsprechende Ebenen bestimmt ist. 

2. Sind Ti Ti', Tq T^\ Tz Tg', T4 Ta vier Paare von Ebenen, 
von welchen Ti T2 Tz T4 und T/ Tg' T»' T^* je ein Bündel bilden ; 
sind ferner die Coordinaten von T4 T^ aus denen der übrigen 
Ebenen desselben Bündels durch die Formeln abgeleitet: 
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öl + «4 + «8 = 1, ?>1 + 2>2 + 2>» + 1, 

so erhält man die Coordinaten je zweier entsprechenden Ebenen T T* 
der collinearen Bündel 2i T^ Tz T^ und T/ Tg' STg' T/ durch die 
Formeln : <- 

Uk = Qi h uii + h h2uU + hh wis) - t, 

S = ?2 öl + ^2 ^ + ?3 «3 > ^ =^ ?1 &l + ?2 l>2 + ?3 ^8- 

Hieraus folgt leicht: 

Zwei entsprechende Büschel collinearer Bündel sind 
collinear. 

3. Schneidet man zwei collineare Bündel durch je eine Ebene, 
so sind beide Ebenen collinear verwandt; die entsprechenden Ebenen 
der Bündel durchdringen die Schnittebenen in entsprechenden Ge* 
raden; die Axen entsprechender Büschel durchdringen die Schnitt- 
ebenen in entsprechenden Punkten. Denn hiernach entspricht jedem 
Punkte und jeder Geraden der. einen Ebene ein Punkt bez. eine 
Gerade der andern Ebene. 

4. Schneidet man zwei collineare Bündel durch eine Ebene, 
so erhält man durcb die Durchdringung entsprechender Ebenen 
und Büschel zwei auf einiinder liegende collineare Ebenen. Dieselben 
besitzen stets einen Doppelpunkt und eine Doppelgerade. Mithin 
schneiden sich unzählige Paare entsprechender Büschelaxen ; und 
jede Ebene enthält mindestens einen Durchschnitt zweier ent- 
sprechenden Ebenen. 

Hieraus ergiebt sich : Zwei concentrische Bündel haben 
stets eine Doppelebene und eine Doppelaxe (ein Paar coaxiale 
entsprechende Büschel). 

5.^ Congruente Büschel in collinearen Bündeln. 
Sind die beiden durch die Ebenenpaare T5 Tß , T^ T^ bestimm« 
ten Büschel congruent, so ist 

a) cos tTTb = cos TpTs^ 

und jedes Paar entsprechender Ebenen T7 T7' beider Büschel theilt 
die Winkel T5 Tß und 2V le' in gleichem Sinusverhältnisse. 
Sind nun T7 T7' aus T^ Tg T5' Tg' abgeleitet durch 



r 
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w« = 



ms^ + iij(s 



*** — 1 i 7 » 

80 ist die Gleichheit der angegebenen Sinnsverhältnisse gleichbeden* 
tend mit der Proportion 

r* r« r^' " r« 
T5 Tc T5' ^«' seien durch die Formeln abgeleitet: 
«IS = Cu Ol »*i + Ij4 «1 «*s + 'is «*««) : ^, 

«is = (7u &i«{i + hih^ki + 'asOattis) : '5, 

Setzt man dies in die Formeln für den Cosinus des Winkels 
zweier Ebenen nnd für den Abstand einer Ebene vom Fixpnnkte 
ein, so erhält man folgende Resultate: 



cos 



^5 ^6 — 7"7~ I '15 '1« -j + ^25 he -Zi "l" *35 ^6 TJ 

«s^ L M ^i ^i 



^^-^ n 1 I 1 1 \^^ 



c) —(Jiihe+ hb he) — — cos flu — fts ^36 + h^ he) -— r ^«f*«« 



*^S M J 






— Qnhe + ^sWrrry^öSfii/ 1 

li = *15 -5- -T '25 -^ + ^35— i — -ä «15*25 -r—^^(*l» 
N T5 »"i •'2 ^^3 *^I*^» 

— 2 «25 tsT^^^'*«» — 2Z35 ^15^^' COS fl31, 

f) l = z,2^^ + .. — 2Z,5Z25^,cosft,,'-..., 

g) ^= llß^A 2 ^16 726 -^^^ cos ^12 I 

»"e •"! *"! *'2 

^) i = ^«Ä + 2l,6?26j7r7^^«/'"' • 

Bezeichnet man die linken Seiten von e) und f) mit M^ nnd 
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N^ ; die yon g) und h) mit M^ nnd ^e ; den Elammerinhalt auf den 
rechten Seiten von c) und d) mit P und Q\ so lassen sich die 
Gleichungen a) und b) ersetzen durch 

i) N,P - M,Q =0, 

k) N,Me — M,N, = 0. 

Diese Untersuchung verläuft, wie man sieht, ganz ähnlich mit 
der über congruente Büschel in coUinearen Ebenen. Indem man 
nun ebenso, wie bei jener Untersuchung, weiter schliesst, gelangt 
man zu folgenden Ergebnissen: 

Denkt man sich T5 T5' gegeben und Tg Tg' vai*iabel , so stellt 
i) zwei entsprechende Büschel dar. Die Gleichung k) liefert zwei 
entsprechende Gebilde zweiter Ordnung, welche mit den Büscheln i) 
die Ebenen Tg bez. T5' gemein haben; diese Ebenen berühren die 
Gebilde zweiter Ordnung k) längs der Axen der Büschel i). 

Die beiden Gleichungen i) und k) haben nur die eine Lösung 
(die beiden Gebildpaare nur das eine Paar entsprechender gemein- ' 
samer Tangentialebenen) T5 T5', wenn k) ein Kegel ist. ' Sie haben 
hingegen unzählige Lösungen, wenn k) zu zwei Büscheln degenerirt. 

Nur« dieser letztere Fall ist für unser Problem von Werth. 

Soll sich k) in zwei homogene lineare reelle Factoren auflösen, 
so muss die Discriminante verschwinden. Dieselbe hat die Form: 

l) aNl - hNlMf, + cN:,Ml - dMl = 0. 

Diese Gleichung liefert drei Wurzel werthe für das Verhaltniss 
N^ : Jlfg, von denen stets einer reell ist. 

Sei w : v diese reelle Wurzel, so wird also das Problem von 
allen Ebenen T5 T5' gelöst, derei^ Goefficienten l die Gleichung er- 
füllen : 

m) vN^ — «^Jtfs = 0. 

In dieser Gleichung sind die Variabein Zjtg. Sie ist für die- 
selben von derselben wesentlichen Gestalt, wie die Gleichung k) in 
Bezug auf die dortigen Yariabeln l^^ , nur dass statt der Werthe 
JYö Jfs , die in k) die Rolle von Constanten haben, in m) die Werthe 
w und V stehen. Die Discriminante von k) hat demnach dieselbe 
Form wie die linke Seite der Gleichung 1) ; die Coefficienten derselben 
sind dieselben Werthe a, b, c, d, — sie enthält aber w an der 
Stelle von ^5 und v an der Stelle von M^\ sie lautet demnach: 

n) aw^ — hw^v -\- cwv^ — dvK 

Da nun aber w : v eine Wurzel der Gleichung 1) ist, so ver- 
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sch^windei diese IHseriiiiiBante. Die Gleichung m) repräsentirt 
demnach für jedes collineare System zwei Büschel. 
Für jede Ebene dieser beiden Büschel ist 

Setzt man dies in die Gleichung 1) der congmenten 'Büschel ein, so 
erhalt man 

, vN^ — wM^ = 0. 

Diese Gleichung ist für variable l^^ mit m) identisch. Die beiden 
Büschelpaare der Ebenen T^ T^' sind demnach selbst die beiden Ton 
der einen Wnrzel m : n gelieferten congruenten Büschel. 

Es ist nun noch übeir die übrigen beiden Wurzeln der Gleichung 
1) zu entscheiden. « 

Gesetzt, dieselben wären ebenfalls reell, so gäbe es sechs Paare 
entsprechender congruenter Büschel. 

Man lege um die Träger, der beiden Ebenenbündel zwei gleiche 
Engeln. Drei Paare Axen entsprechender congruenter Büschel mögen 
die eine Kugel in AB C^ die andere in A! B' C und den Gegen- 
punkten durchdringen. 

Die acht Paar sphärischer Dreiecke mit nicht überstumpfen 
Seiten und Winkeln, welche durch die Durchschnittspunkte der 
Axen auf den Kugeln bestimmt sind, lassen sich zu acht Paaren 
so ordnen, dass in jedem !Paare zwei congruente sphärische Dreiecke 
enthalten sind, deren gleiche Winkel sich entsprechen. AB C und 
A! Bf C seien ein solches Paar, Jedes andere Paar entsprechender 
Axen wird als Durchschnitt Yon zwei Paaren, z. B. durch Ay B und 
A\ B! gelegte entsprechende Ebenen bestimmt; oder auf den Ku- 
geln wird jedes andere Paar entsprechender Punkte D 1/ als Schnitt 
zweier Paare entsprechender Hauptkreise bestimmt, die z. B. durch 
A9 B und A', B' gehen. Da nun aber A und A\ sowie B und Bi 
congruente Büschel enthalten, so folgt die Gleichheit der Winkel- 
paare : 

DAB = bQb', DBA = l/lffÄ. 

Fügt man hierzu AB = A! Bf ^ so folgt, dass die Dreiecke 
DAB und JJf AI lä congruent sind. 

Hieraus folgt weiter, dass die beiden Bündel congruent sind. 

Da nun dies im Allgemeinen nicht der Fall ist, so kann die 
Gleichung 1) im Allgemeinen nur eine reeUe Wurzel haben. 

Zwei collineare Ebenenbündel, die nicht congruent 
sind, haben demnach stets zwei Paar und nur zwei Paar 
entsprechende congruente Büschel. 
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6. Man bringe zwei ooncentrische collineare Bändel durch 
Drehung des einen in eine solche gegenseitige Lage, dass zwei con- 
gmente Büschel coaxial sind und mit den entsprechenden Ebenen 
anf einander liegen. Sei T eine dieser selbstentsprechenden Ebenen, 
A die Doppelaxe der sich deckenden Büschel, C das gemeinsame 
Centram der beiden Systeme. 

Den auf T gelegenen Axen des einen Systems entsprechen die 
Axen des zweiten, die ebenfalls anf T liegen. Beide Axengmppen 
bilden zwei concentrische collineare StrahlenbüscheL Da dieselben 
nun eine Doppelaxe , nämlich A , besitzen , so müssen sie noch eine 
haben: Dieselbe heisse B. 

Demnach enthält jede der Ebenen des Doppelbüschels ausser 
A noch eine Doppelaxe, und im Allgemeinen nnr noch diese eine. 

Legt man eine Ebene v durch zwei derselben , so entspricht 
jeder Axe in v wiederum eine Axe in v; jeder Axe in einer Eb^ne 
T des Doppelbüsch'els entspricht aber ebenfalls eine Axe in derselben 
Ebene T\ mithin sind die Schnitte von v und den Ebenen T die in 
denselben gelegenen zweiten Doppelaxen. 

Bringt man die beiden anderen entsprechenden congnienten 
Büschel zur Deckung, so ergiebt sich eine .zweite Ebener', in welcher 
sämmtliche Axen Doppelaxen sind. 

Bringt man nun die beiden Systeme wieder in allgemeine liage, 
so trennen sich die Doppelaxen yon einander und erscheinen nun 
als zwei Paar entsprechender congruenter ebener Axenbüschel; 
oder, da von congruenten Ebenen zweier collinearen Ebenenbündel 
nur insofern die Rede sein kann , als die anf ihnen liegenden beiden 
Büschel entsprechender Axen congruent sind, so folgt: 

Zwei collineare Ebenenbündel haben stets zwei Paar 
entsprechende congruente Ebenen. 

Man beweist ebenso, wie für die congruenten Büschel, dass 
zwei Ebenenbündel, die nicht congrnent sind, nicht mehr als 
zwei Paar congruente Ebenen enthalten. 



CoUineare Verwandtschaft von Räumen. 

§. 1. 

■ I 

CoUmeationsformeln. 

1. Collineation zweier ränmlichen Punktsysteme. Man 
denke sich jeden Punkt im Baume mehrfach als P«-, P^, Pi etc. 
Alsdann ist das System der Punkte P,- mit dem der Punkte P^ ein- 
undeindeutig verwandt, wenn jedem Punkte des einen Sy- 
stems ein und nur ein Punkt des andern Systems entspricht. Seien 
xyz die Coordinaten eines Punktes P des einen, x^ y* z' die des 
entsprechenden Punktes P' des andern Systems, so wird die einund- 
eindeutige Verwandtschaft im Allgemeinen durch drei Gleichungen 
der Form ausgedrückt: 

Mx + Ny + Pz + ö = 0, 

a) MiX + N,y + Piz + Q^ = 0, 

M2X + my + P2^ + Q2 =0, 

worin MMiM2i NNiN2y Q Qi Q2 lineare Functionen von a?V^' 
allein sind. 

Die einundeindeutige Verwandtschaft wird zur collinearen Ver- 
wandtschaft der beiden räumlichen Punktsysteme, wenn die Glei- 
chungen a) so beschaffen sind, dass den Punkten einer Ebene des 
einen Systems Punkte einer Ebene des andern entsprechen. 

Soll zunächst einer Ebene derP eine Ebene derP' entsprechen, 
80 müssen die Lösungen von a) in eine beliebige lineare Function 

ax '\- hy -{- cz -{- d = 

Heger, Analytigche Geometrie. 15 
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substituirt, eine linearö Function von x' y' 0' liefern. Dazu ist aus- 
reichend und nothwendig, dass die Lösufagen die Form haben: 

N P Q 

b) x=-, y = -, . = -, 

worin MNPQ lineare Functionen von x^ ]f s/ sind. 

Man überzeugt sich leicht, dass in diesem Falle auch einer 
Ebene der Punkte P' eine Ebene der P entspricht. 

Die Gleichuiigen b) enthalten fünfzehn unabhängige Constante. 
Da nun durch jedes Paar entsprechender Punkte drei Gleichungen 
der Constanten gegeben sind, so folgt: 

Die Collineation zweier räumlichen Punktsysteme ist 

im Allgemeinen durch fünf Paar entsprechende Punkte 
bestimmt. 

Dabei dürfen nicht vier Punkte eines Systems auf derselben 
Ebene liegen; denn man überzeugt sich leicht, dass der Verein der 
Gleichungen dann unmöglich ist, wenn die entsprechenden vier 
Punkte nicht auch auf einer Ebene enthalten sind, und dass die 
Gleichungen nicht unabhängig sind, wenn die entsprechenden einer 
Ebene angehören. 

2. Man kann nun die Collineationsformeln b) durch jede andere 
Formelgruppe ersetzen, durch welche die Punkte zweier^ räumlichen 
Systeme so verknüpft werden , dass jedem Punkte des einen Systems 
ein und nur ein Punkt des andern entspricht, dass jeder Ebene von 
Punkten des einen Systems eine Ebene von Punkten des andern 
entspricht, und dass fünf Paar entsprechende Punkte beliebig ange- 
nommen -werden können. 

Dies wird durch folgende Formeln geleistet: 

Seien die Punkte P und P' auf dasselbe Coordinatentetraeder 
bezogen; seien aj^i, fl?Ä2> ^kZ'» ^*4» ^*5 (^ = 1» 2, 3, 4) die Coor- 
dinaten von fünf Punkten Pi P2 Pg P4 P5 des einen Systems, — aj^i, 
»*2, a^is, ^4 die von fünf Punkten P/ Pg' Pg' P4' P5' des andern 
Systems ; seien ferner «i «2 «3 ^4 » /^i /^2 j^s ^^ so bestimmt, dass 

^*5 = ^\^k\ + «2^42 + «3^*8 + «4^*4? 

45 = ^\^k\ + /ägaria + ^3^3 + ^4^i4, 

«1 + «2 + «3 + «4 = 1 , /3l + i52 + ^8 + /34 = 1 

(was möglich ist und durch von Null verschiedene Werthe erfüllt 
wird, wenn nicht vier von den fünf Punkten jedes Systems auf 
einer Ebene liegen); so leite man die Coordinaten je zweier Punkte 
P und P durch die zwei Gruppen von je vier Formeln ab : 
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Xt = (kl HCl Xjti + ^2 «2 ^*2 + ^3 «8 ^tB + ^4 «4 ^ti) • ^» 
XJt = ßißiXjti + kißiXjti + Ag^a^^g + A4^4a?i4) ••'^1 
<J = Aj «1 + ^2 Cf2 + A3 «5 -|- A4 «4, 

r = Ai ßi + A2 ^2' + Ag ^3 -f A4 ^4 ; 

dann sind die Systeme derPund derP' collinear verwandt 
und zwar sind zwei derselben Gruppe der A zugehörige 
Punkte P und P' entsprechende Punkte; da fünf Paar will- 
kürliche entsprechende Punkte verwendet sind , so wird durch diese 
Formeln der allgemeine Fall der collinearen Verwandtschaft dar- 
gestellt. 

Dieser Satz gilt auch umgekehrt. Denn nimmt man zwei col- 
lineare Systeme an, etwa die Punkte P und P', so kann man aus 
fünf Paaren entsprechender Punkte die Goefficienten a und ß ab- 
leiten. Bestimmt ,man dann die A für jeden Punkt P, so dass 

Xf: = (kiaiXti + '*'):0, 

und bildet mit Hülfe jeder solchen Gruppe der A die Coordinaten 
eines Punktes JP" nach 

so ist das System P" mit P coDinear verwandt; folglich ist es auch 
mit dem System der P' collinear verwandt. Da nun die collinear 
verwandten Systeme P'' P fünf Paar entsprechende Punkte gemein* 
haben , so haben sie jedes Paar gemein , sind identisch, und es ist 

xi = x'il = ßißiXki 4- "*):r, q. e. d. 

3. Die Punkte je zweier entsprechenden Ebenen 
zvireier collinearen räumlichen Systeme sind collinear 
verwandt. 

Denn benutzt man drei beliebige Punktpaare zweier collinearen 
Systeme als die Punkte P1P2P8, Pi P^' P-i zur Aufstellung von 
Formeln c), so ist für Punkte der Ebenen P1P2P8 und P^' P^ Ps 

A4 = 0, 

mithin werden die Formeln für solche Punkte zu 

Xt = ßi «1 Xii + A2 «2 Xi2 + A3 «8 Xiz) ' <J, 

Xt = ßi ßi Xti + A2 ßi Xi2 + h ßs xU) • '^y 
q. e. d. 

Die Punkte je zweier entsprechenden Geraden in zwei 

collinearen räumlichen Systemen sind collinear verwandt. 

Denn verwendet man zwei beliebige Punkte Pi Pj und die 

entsprechenden P/ P2' zur Aufstellung von Formeln c) , so ist füf 

15* 
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jeden Punkt der Geraden Pi P2 und für seinen entsprechenden P^ 

Ag = A4 = 0. 
Hiernach wird für solche Punkte 

X]t = (Ai Ofi Xti + h «2 ^*2) •• ^, 

4. Gleichungen entsprechender Ebenen. 

Je zwei entsprechende Ebenen können durch eine ho- 
mogene lineare Gleichung der X der auf ihnen liegenden 
Punkte 

ai A] + a2 ^2 -f- Ö3 A3 + 04 A4 = 

charakterisirt werden. 

Denn alle Punkte P, sowie alle Punkte P', deren A dieser 
Gleichung genügen, liegen auf je einer Ebene, und die derselben 
Gruppe derA zugehörigen beiden Punkte sind entsprechende Punkte. 

Die Gleichungen zweier entsprechenden Ebenen bilde man aus 
den Coordinaten von drei Paar auf ihnen gelegenen entsprechenden 
Punkten P« P7 Pg und Pß' P7' Pg' : 



T = 



Xi 


a?.2 


Xs 


X4 


^16 


^6 


^36 


^46 


Xii 


^7 


Xz7 


aJ47 


^18 


X^s 


a^38 


^48 



= 0, 



T' = 



Xu' 

Xi7 



0^27' 
^28 



%7 
^38 



X^' 
X^7 



= 0. 



Setzt man hierin die Werthe der Coordinaten von P^ P7 Pg, 
P^* P7 P%* nach e), und verwendet für Pi und P{ die CoefQcienten 
Ai,- A2t As ^ A4^, so kann man jede der resultirenden beiden Determi- 
nanten in eine Summe von 64 Summanden zerlegen. 

Die Summanden von T haben die Form : 



worin 



Xx 


X2 


Xz 


X^ 


Xia 


X^a 


Xsa 


Xia 


Xlb 


a?26 


Xsb 


X4b 


Xie 


Xu 


Xic 


Xu 



CoILmcatioiisfoniielik 



±Mi 



und abc irgend eine Complexion der rier Ziüen 1« ä« $> 4 W« 
dentet. 

Hierroii Teneiiwindai aDe die, in beleben unter mhc xvfi 
gleiche Slkm Torkonunen; es Terbleiben demnacli 24 $am]MUid«Du 

Hiervon nntcrsidieiden sich Tiermal sechs nur dnrdi den Factor 
gl und die Ordnung der Zeilen in der Detaminante« 

Hebt mmn dieae Tier Determinant«! sowie die anderen gemein«- 
samen Factoren ans den Gliedern jeder der Tier Gruppen ans» nnd 
muhipliGirt man b«qde Seiten der Gleichung der Ebene mit 
<fs^^' ^1^ *s^ V so eröbrigt die Gleichung der Ebene in der Form 



d) 



ICl Oj «n Ct4 



wenn 



Ti = 



Xu 

^1» 









«4 

Jf4 
«Tu 
JP4I 
^■4- 



und t ib 7 m ist ein Cyklns Ton 1, 2, 3, 4. 

Ebenso erhalt man als Gleichung der entsprechenden Ebene: 



ft 



A 



ft 



3 



ßi 



hierin sind die l dieselben wie in der Formel för T; ferner bedeutet 



Ti = 



«1 

x'u 



und iklm ist ein Cyklns von 1, 2, 3, 4. 

5. «Collineation von Ebenen. 

Denkt man sich jede Ebene im Räume vielfach, 8. B. alt 
T« Tk Ti etc., so ist das System der Ebenen T mit dem der Ebenen 
T einundeindeutig verwandt, wenn jeder Ebene eines Systems eine 
und nur eine des andern entspricht. Die Verwandtschaft wird lur 
Gollineation, wenn überdies den Ebenen jedes Bündels in dem einen 
System die Ebenen eines Bündels des andern entsprechen. 

Bezeichnen uvw^ u' v' u/ die orthogonalen Coordinaten iweier 
entsprechenden Ebenen T und T (in Bezug auf dasselbe oder in 
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Bezug auf zwei verschiedene Coordinatensysteme), so ist die noth- 
wendige und ausreichende Bedingung für die collineare 
Verwandtschaft, dass drei Gleichungen zwischen den Goordinaten 
von T und T' bestehen , welche die Form zulassen : 

N . ^ P Q 

worin MNPQ lineare Functionen von u[i/ 1(/ bezeichnen. Diese 
Gleichungen enthalten fünfzehn wesentliche Constante ; da nun jedes 
gegebene Paar entsprechender Ebenen drei Bedingungsgleichungen 
der Constanten liefert, so erfolgt demnach die vollständige Bestim- 
mung der CoDineation zweier Systeme von Ebenen im Allgemeinen 
durch fünf willkürliche Paare entsprechender Ebenen, von denen 
nicht vfer eines Systems denselben Punkt enthalten. 

6. Diese Collineationsformeln können durch jedes Formelsystem 
ersetzt werden, durch welches die Ebenen T und T' einundeindeutig, 
und so verknüpft werden , dass jedem Bündel des einen Systems ein 
Bündel im andern entspricht, und zu dessen Bestimmung fünf Paar 
entsprechende Ebenen beliebig gewählt werden können. 

Man wähle fünf Paar Ebenen Ti T^ T^ T* T5 und Ti' T2' T3' T^ T^\ 
so dass weder vier der T, noch vier der T einen gemeinsamen 
Punkt hab^n , und bestimme tti 02 a^ »4 , hil^^ l>3 &4 so , dass in Bezug 
auf dasselbe Tetraeder: 

«1 + «2 + «3 + «4 = 1 » h + h + h + h = ^', 

das ist, möglich und erfolgt durch von Null verschiedene Werthe 
der a und b. 

Bildet man hierauf die Goordinaten von T und T' nach 

Ut = (li ai Uli + h(h Uli -h h(h w*3 + h «* «**4) : s, 
u't = (hhulti + hhu'i2 + hhUis + hhuti) - ^ 

s = Zi ai -|- ^2 «2 -{- h^i + ^4 Ö4» 

t = lihi + lih -^ hh -^- hhi 

so sind die Systeme T und T'coUinear verwandt, und zwar 
entsprechen sich je zwei mit demselben System der l ge- 
bildete Ebenen. 

Dieser Satz gilt auch umgekehrt : Die Goordinaten entsprechen- 
der Ebenen zweier collinearen Systeme lassen sich mit Hülfe der 
Goordinaten von fünf Paar entsprechenden Ebenen durch Formeln 
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von der obigen Form ableiten. Der Beweis erfolgt ebenso wie der 
des analogen Satzes für collineare Punktsysteme, Nro. 2. 

7. In collinearen Ebenensystemen sind die entspre- 
chenden Bündel collinear verwandt. In collinearen Ebe- 
nensystemen sind die entsprechenden Ebenenbüschel col- 
linear verwandt. 

Zorn Beweise des ersten Satzes benutze man drei Ebenenpaare 
der beiden Bündel Ti T^ T^ und T/ Tj Tg' zur Aufstellung von For- 
meln f )• Alsdann ist für jedes Paar entsprechender Ebenen der 
beiden Bündel ?4 = 0, und es bleibt für je zwei solcher Ebenen 

ui = (Ji 6i ujti + k h Ut2 + ^3 ^3 «ia) : ^ 
q. e. d. 

Für den Beweis des zweiten Satzes benutze man zwei Paar ent- 
sprechende Ebenen der beiden Büschel Ti T^ und Ti T^* zur Auf- 
stellung von Formeln f). Für je zwei Ebenen T T der beiden durch 
Ti Tq und Ti T/ bestimmten Büschel ist alsdann I3 = Z4 = 
and mithin 

Ui = (Ji ai %i -\-h <h w*2) : s, 

u'u = (Zi li Uki + I2 h Wi2) : t- 

8. Gleichungen entsprechender Punkte. 

Die Gleichungen der durch die drei entsprechenden Ebenen- 
paare Tg T^ Tg und Tg' T^' Tg' bestimmten Punkte P und P in 
Determinantenform sind: 



P = 



Wl 


U2 


W3 


M4 


W16 


^26 


«<36 


«46 


«*17 


W27 


t<87 


«47 


%8 


«28 


Was 


«48 



0, 



P' = 



«1 

«ig' 
«17' 
«is' 



«2 

«26 ' 
«27 

«28* 



«86 

«37' 

«38^ 



«4' 

«46' 

«47' 

«48* 



= 0. 



Setzt man hier für die Goordinaten der gegebenen Ebenen 
die nach den Formeln f) sich ergebenden Werthe ein, so zerfallen 
die beiden Determinanten in 64gliedrige Summen; von den Glie- 
dern derselben verschwinden je 40; multiplicirt man die Gleichun- 
gen mit 

^6 S7 ^8 1 ^6 h h 



Ol <h ^3 ^4 



bez. 



5i 62 ^8 ^4' 



232 



Collineare Verwandtschaft von Räumen. 



so erhalten sie schliesslich die Form: 



P = ii P, + ii i>, + ii P3 + - P, = 0, 



g) 



öl 



02 



«3 



ii 

«4 



^l T> / 1 ^ Tl / I ^3 T» / I ^4 



^-^^>' + 



O3 Oi O4 



Hierin sind die X Fanctionen der l allein, nnd es bezeichnen 



Pi = 



Uli 



1^ = 



t*l 



1, Ä, ?, m ist ein Cyklus von 1, 2, 3, 4. 

9. Bezeichnet man mit ÄiBi die Goefficienten , durch welche 
bez. Ti Ti in Nro. 4 d) auf die Normalform gebracht werden , so er- 
geben die Formeln d) für die Coordinaten entsprechender Ebenen 
in coUinearen Punktsystemen: 



=( 



^k\ 4" h 



^t2 -\- h 



'^kS + h 






8 = li 



Bezeichnet man mit 0,- nnd D,- die Mnltiplicatoren, welche Pf- 
und Pj- in Nro. 8 g) auf die Normalform bringen, so ergeben diese 
Formeln für die Coordinaten zweier entsprechenden Punkte in col- 
linearen Ebenensystemen: 



6 = Xi 



-j- • • • -|- A4 



aiCi ' ' '^^a4,C4' 
Die Formeln h) und i) lehren: 



r = Aj 



feiDi 



-f- • • • -|- A4 



64D4 



Zwei räumliche Systeme sind immer gleichzeitig in 
Bezug auf die Punkte und Ebenen coUinear verwandt; die 
entsprechenden Punkte erscheinen als Träger von Bün- 
deln entsprechender Ebenen, die entsprechenden Ebenen 
erscheinen als Träger entsprechender Punkte. 



bätae aiber calliiittur verwaiiuBa» rumliuite Sv^^oai^. 2«^ 



^^i^ 



cwnmflMr 

1- Cregeaebenen. Die Gleichanff 0:^0 üeti^rt Ar da» ^r^ 
Srstcm dim rniCTirflTcK femeiL Punkte. &r das zwvit« iii'^ Twckki» 
iber in AlTfflngfffnffn nicht unendlicii Ssrasu. Ilbea«» 6»; dU Cflt^t^ 
A]m||r X = Hgfert die mrendlicJi fent^ Ftinkte d<» sw^it^ft 
SrsteBis md for das er^Fte System eine im Allg^meinea iitt £a^ 
hhat ^l^eg^mt Ebern» G», Diese beiden Ilb^iea G:^ und €r^ liOttn»« 
aho mls diejenigen £b«iem betrachtet werdm,. wek^ d«r WMatd&^ 
fernen Ebcae e nfcafiietl i i B i ^ je naeiidnn man dieselbe ab £bMK« d^ 
nmten oöftr des evslen Systems betraektet. 

Besäelmet man die nnendlicb lerne Ebene mit T» oder ltt> i# 
Bichdem sie im ersten oder zweiten Sjstem betraciitet vird> so tr« 
Wien Üire Gleidinngen die Form: 

T, = Ti — r, + T, — T4 = 0> 
TL = T/ — T,' -h r/ — T/ = 0. 
Hiemns folgen die Gleiebnngen der Gegenebenen m 

G« = ^ Ti — ^ Tt + ^* T, — ^ T^ = 0» 

Pl A Ä P4 

2. Die Gleichungen der mit Tk parallelen Ebenen haben die 
Form: 

T^piTt + T. = 

<Xi 0(3 0(3 «4 

Hieraus folgt for die entsprechende Ebene : 

Ebenso findel man, dass die entsprechende Ebene von 

die Gleichung hat 

Hieraus folgt: 

Einer Schaar paralleler Ebenen dei einen Hyutemi 
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entgprieht ein Ebenenböschel des andern SyrteniH, ^cnss^ei 

Axe auf der Gegenebene dieses Systems gelegen ist. 

Die Eboien 

r = fi G^« + T. = 0, 

entsprechen sich nach Nro. 2. Den Ebenen, welche der Ge^exk* 
ebene des einen Systems parallel sind, entsprechen P&- 
rallelebenen sur Gegenebene des andern Systems. 

AUe Ebenen, welche der Kante T« T^ parallel sind, haben Glei- 
chungen Ton der Form 

T=fiT, + vi; + T. == 0- 
Die entsprechende Ebene ist 

i __ ±1 -f-. 1 1^ = ü 

PI P4 

Ebenso ergiebt sich, dass die Ebenen, deren Gleichungen sind 

T' = f»2H- vß + 11 = 0, 
ZU entsprechenden Ebenen haben: 

T^liTi + vTt-h Goo = 0. 
Hieraus folgt: Den Ebenen eines Systems, welche einer 
Geraden parallel sind, entspricht im andern System 
ein Bündel, dessen Centrum auf der Gegenebene dieses 
Systems liegt. 

3. Inhalt zweier entsprechenden Tetraeder. 

Die Determinante des Tetraeders P^Pn^oPp zer&Ut, wenn 
man für die Coordinaten die Formeln c) benutzt, in das Prodnct 
zweier Determinanten. Die eine ist die Determinante des Tetraeders 
Pi P2 ^3 ^4 » die andere ist das Product 

«1 «2 ^3 ^4 



wenn 



•^mnop 



Ö».Ö.ÖoÖ,-^""^' 



^Im ^2m ^3m ^4»» 

^l» ^2« ^« ^4« 

^lo ^to '^oO "'40 

Ai« Ao« Aq« A< 



^Ip '^2p '»'3p '^Ap 

Bezeichnet v den Inhalt , hih^h^ h^ die Höhen des Axente* 
traeders, V das Volumen von FiP^P-^P^^ so folgt: 
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Der Inhalt des entsprechenden Tetraeders wird geloiiden m 
' p* p/ jy pr ßi ft fc ß4 Y iTf 

^■» ^« '^o "^p 

tenn F* den Inhalt von P^' P,' ^3' -P4' bezeichnet 

4. Abstand zweier entsprechenden Punkte von zwei 
entsprechenden Ebenen. 

Seien die Punkte Pa^L gegeben durch 

md die Ebenen Tj I? : 

«1 «2 a3 a4 

n = ^* r/ 4- ^* r«' + 4-* r.' + ^» 7/= o. 
I pi p» Pt Pi 

I 

Bezeichnet man mit ^ab den Abstand P« ^6» mit |a6 den Ab- 
litand Pa ^») iiiit ^ und A^ die Multiplicatoren , welche T» und 2» 
tnf die Normalform bringen , so erhält man 1«^ und |^ durch Sub- 
Ittitation von Xta und a^ta iu ^^ T» bez. A!t 1$. T^ bez. I? gehen 
Idnrch diese Substitution in eine Summe von vier Determinanten 
aber, von denen drei identisch verschwinden, während die vierte 
liefert : 



/ iv_i ^i^ia Ä1Ä2Ä3Ä4 
( — 1/ '•— • K, 



Ö« V 



'a 



bez. (- i)^i.,M^.hhhh.r. 

Hieraus ergiebt sich 

V 1 

fa6 = Äi Ä2 Äg A4 • —- • -4* ■— (^lahb — ^a hb + ha hb — ha Ub)i 

{06 = Äi Ä9 Äs A4 • — • ^6 --(hahb — ^2« ^26 + ha hb — ha hb)' 

V ta 

5. Man wähle sechs Punktepaare PaPbPe^dPeP/ und ihre 
entsprechenden und bilde die Yolumverhältnisse 

^abee ' ab^f 'abee ^abe/ 

^abde y^abdf Kibde Vobd/ 

wobei Vmnop = •'m -'n -^ (0 -* p> 
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80 erhält man: 










yabce ^d 


Labee 


^ abee 


td 


Labce ' 


yabd€ ^e 


Labde 


^abde 


tc 


Labde 


y^bcf _ ^d ^ 


Labet 


yabcf 


•^d 


I^abef 


yabdf ^e 


Labdf 


y'abdf 


tc 


I^abdf 


Hieraus ergiebt sich: 










'ab€€ 


. ^obcf _ 


y'abce 


y<a>cf 




1 '(tbde 

§ 


yabdf 


yabde 


yabdf 




• 

T^AOtoin^nof. man Aa 


n Aiiar^niM 


'abee ■ 


yabcf 


nlfl R 



^« ^^ . als „Räumliclies 

yabdc fabdf 

Doppelverhältniss der sechs Punkte Pa Pt Pe I^d ^e ^/^ 9 so 
folgt hieraus der Satz: 

In collinearen Systemen ist das Doppelverhältniss 
von sechs Punkten des einen Systems gleich dem Doppel- 
verhältniss der entsprechenden Punkte des andern Sy- 
stems. 

6. Man wähle zwei Punktepaare P« P^ und Pß P7', sowie z'wei 
Ebenenpaare Ta Tf,^ Ta Tl, so ergiebt sich: 



feg 
isb 

g7a 
I7» 
g6a 
^66 
g7o 
b7b 



Ai 
Aa 
At 

AI 
A', 



^16 hei — ' 


• • + ^46 ha 


^16 ^16 — 
Ai7 ha — " 


'•• +^46 hb' 
• • • + A47 ha 


Ai7 ^16 — 
^16 ha — ' 


• • • + A47 ^4^' 
• • + ^46 ^4« 


^lehb 

^17 ha — 


' • • + ^47 ha 


^17 hb — • 


• • -f A47 hb 



Aus diesen Verhältnissen ergiebt sich der Satz: 

feflg ^ fe7o ___^ fe6a ^ fe7a 
ieb £7» b6fr Slb 

Derselbe steht, wie man leicht sieht, in einem einfachen geometri- 
schen Zusammenhange mit dem vorhergehenden. 

7. Durch einen der beiden vorhergehenden Sätze läset sich 
die räumliche CoUineation geometrisch definiren. 

Zwei räumliche Punktsysteme sind collinear ver- 
wandt, wenn je, zwei entsprechende Punkte Pa und JE^^ die 
drei Gleichungen räumlicher Doppelverhältnisse er- 
füllen: 
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^IM« 


^li«5 


^124« 


^1245 


^Mla 


^2315 


^«34a 


^2845 


1^341 a 


^3416 



^l«Sa 


rim 


^124« 


y^l'IU 


^28 la 


^^^2315 


^2S4a 


^2346 


^341 a 


^3415 



»^84«« »^3425 f^ 342a ^ 3425 

wobei weder von den Punkten PiPsi^sPfP^ noch vonP/P/P^'P/Ps' 
vier CLJOkf derselben Ebene liegen. Denn der Ort för alle Punkte des 
iweitexi Systems, welche eine dieser Gleichungen für einen gegebenen 
Punkt JPa des ersten erfüllen, ist eine Ebene, die bez. durch die 
Kanten Pi P^ , P2 P3 * Ps ^4 geht und durch Grösse und Zeichen 
des Volumdoppelverhaltnisses eindeutig bestimmt ist; P« ist mithin 
als gemeinsamer Punkt dreier Ebenen eindeutig bestimmt. Ebenso 
^ beweist man, dass zu einem gegebenen Punkte P'a durch die drei 
I Gleicliiuigen ein und nur ein entsprechender Punkt P« bestimmt 
wird. Mithin sind die beiden Punktsysteme einundeindeutig ver- 
wandt. 

Insbesondere sind PiP/, P2P2', P3P3', ^4^4, P^Pi Paare 
entsprechender Punkte. 

Nun construire man ein System von Punkten P", welches mit 
dem der P collinear ist und in welchem die Punkte Pi'p2'P8'P4'P5' 
als Ponkte des Systems der JP" gedacht, den gleichbezifferten P 
entsprechen. Dann erfüllt nach Nro. 5 der dem Punkte P« entspre- 
chende P^die drei obigen Doppelverhältnissgleichungen. Mithinfallen 
die demselben Punkte P« entsprechenden Punkte Pa nnd Pjf zusam- 
men, das System der P' ist identisch mit dem der'P"; also ist auch 
das der P' collinear zu dem der P, q. e. d. 

8. Lehrsatz: Der geometrische Ort für die Paare ent- 
sprechender Punkte, welche mit den Ecken zweier ent- 
sprechenden Dreiecke Tetraeder von constantem V'olum- 
verhältniss bilden, sind zwei entsprechende Ebenen 
parallel zu den Gegenebenen. 

Beweis: Seien PzPx zwei entsprechende Punkte, welche mit 
drei Paaren gegebener, fester Punkte PaPtPc^ P'aPbPc zwei Te- 
traeder vom Verhältniss ft bilden , so ist nach (3) : 

Hieraus ergiebt sich für tx und 6x eine/jleichung der Form 
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Jede der beiden Ebenen geht durch die Kanten der beiden 
Ebenen des Systems, für deren Punkte <J = bez. r = 0, d. i. durch 
die Kante der Gegenebene und der unendlich fernen Ebene des 
Systems; es gehen mithin die beiden Ebenen mit Q^a bez. (r» parallel. 

Lehrsatz: Der geopietrische Ort für die Paare entspre- 
chender Punkte, deren Abstände von awei festen entspre- 
chenden Ebenen ein constantes Yerhältn'iss haben, sind 
z'virei entsprechende Ebenen parallel mit denGegenebenen. 

Beweis: Seien Px^i zwei Punkte, deren Entfernungen von 
den festen Ebenen T» Tl das gegebene Yerhältniss fi haben , so ist 
nach Nro. 4 

1^5 ^ y^ l^ 

li» "~ ^r r * ff. - **• 

Hieraus folgt für r^ und 0^. eine Gleichung von der Form 

möx + wTTjp = 0, 
q. e. d. 

Der letzte Satz ist mit dem vorhergehenden geometrisch gleich- 
bedeutend. 

9. Nach (4) erhält man für die Strecken pp\ von welchen 
zwei entsprechende Punkte FP' von den Gegenebenen Goo bez. 6ri, 
entfernt sind: 

V,A Xa 



p = hl h^ A3 A4 . 

|) = Äj Ä2 A3 A4 • 



V 6a' 



V 



'« 



wenn A und A' die Multiplicatoren der Gleichung der Gegenebenen 
in der in (1) gegebenen Form sind. Durch Multiplication dieser 
beiden Abstände ergiebt sich: 



pp>^(hhhh\\v,r.A.A'. 



Hieraus folgt: 

Das Product der Abstände zweier entsprechenden 
Punkte von der Gegenebene des betreffenden Systems ist 
constant. 

10. Für zwei verschwindend kleine Tetraeder w und fo' an den 
entsprechenden Punkten P und P' sind die 6 bez. die r der Eck- 
punkte gleich; das Yerhältniss derselben geht dadurch über in 

w «1 «2 ttg «4 F r* 

w' — ßiß,ß,ß^V"6^' 
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Das Yerhältniss der Volumina yerschwindend kleiner 
entsprechender Tetraeder ist demnach nur von der Lage 
des Punktepaares abhängig, an welchem sich die Tetrae- 
der befinden, nicht von der Gestalt oder Kantenrichtung 
derselben. 

Das Vorzeichen dieses Verhältnisses ist für alle Paare entspre- 
chender Punkte unveränderlich. 

11. Lehrsatz: Der geometrische Ort für alle Punkte, 
für welche das Verhältniss der anliegenden differentiel- 
len Tetraeder eine gegebene Grösse hat, sind zwei Paar 
entsprechende Ebenen symmetrisch und parallel zu den 
(regenebenen. 

Beweis. Die Voraussetzung w : «;' = Ä, Ä • •^r~5r"3~ö~ • ~7 > 



liefert eine Gleichung von der Form : 



ßißißfißA ' ^ 



-T = tw. 



Bezeichnet m' die positive reelle biquadratische. Wurzel aus w, 
Bo liefert diese Gleichung die beiden reellen Wurzeln: 

<J — iw't = 0, <y + w't = 0. 

Jede dieser Gleichungen liefert ein Paar entsprechende Paral- 
lelen zu den Gegenebenen. 

Um zu beweisen, dass die demselben Systeme angehörigen 
Ebenen der beiden Paare symmetrisch zu der Gegenebene dieses 
Systems liegen, bemerke man Folgendes: 

Die beiden entsprechenden Ebenen, deren A Gleichung 
a Aj -|- 5 ^2 -f- c A3 -f- d A4 = 
erfüllen , haben, wie man leicht sieht, die Gleichungen 



T = 



r= 



a 
«1 


h 

«2 


C 

«3 


d 

«4 





Xii 


a?i2 


a?J8 


^14 


^1 


X2X 


^22 


^28 


^24 


X2 


i»31 


X92 


«^33 


^S4 


Xz 


iC41 


X^2 


X\^ 


^44 


X4 


a 
ßi 


h 


C 

ßs 


d 
ß. 





a^n' 


Xu 


^u 


^14' 


^1' 


iC2l' 


^22' 


Xn 


^24' 


x./ 




Xi2 


^33 


«^34' 


X,' 


a?4l' 


X^2 


^iß 


^44' 


< 



= 0, 



= 0. 
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Diese Gleichnngen werden mit den in §. 1, 4 gegebenen idei 
tisch, wenn man setzt 

a = ?i , 6 = Za , c =: l^, d = I4. 

Demnach haben die zu ö — w'r = gehörenden Ebenen die Gle 
chnngen 

T = Too — w'G^oo = 0, bez. T = Gl, — m' TL = 0; 
die zu <y 4" ♦w'r = gehörenden: 

Ti = T« + w'(?« = 0, bez. T/ =- ff^o + w't; = 0. 

Sind -4 und Ä' die Multiplicatoren , welche ö,» und 6ri, auf di 
Normalform bringen, so sind die Gleichungen der Ebenen Tl 
Ti Tl in Normalform : 

(T) -^,(Too-m'ffJ = 0, (!ri)=^,(r« + m'ffj = 0, 

(2^)= A'(GL—fn'TL) = 0, (!ri') = ui'(ff; + »»X) = 0. 
Substituirt man in die beiden ersten Gleichungen die Coordinate] 
eines Punktes von 60^ , so wird fär denselben öo» = ; geht T, 
durch diese Substitution in t über, so erhält man für die Abständi 
p und jpi der Ebenen T Tx von der Gegenebene ©» : 

mm 

m 

Ebenso erhält man aus den letzten zwei Normalformen durch Sub 
Btitution der Coordinaten eines Punktes der Gegenebene &Li ^ 
welche TL in if übergehen möge, — wenn p'pi' die Abstände dei 
Gegenebene von T und T]' bezeichnen: 

p' = — m'Ä'e, jp/ = n/A'f. 
Also hat man: 

q. e. d. 

12. Entsprechende affine Ebenen in collinearen Sy- 
stemen. 

Die Coordinaten zweier entsprechenden Punkte werden aus 
den Coordinaten von irgend vier Paar entsprechenden Punkten 
PaPtPe^d durch folgende Formeln abgeleitet: 



Xk = 



P'a^a + i^b^^h + f*c<Jc + f*d<Jd 



, __ flgtgX'ta + f^dl^ft^ft + i^cteiX^ke + f^d'^d^kd 

Dann setzt man für die Coordinaten der vier Punktepaare Pa^a etc. 



f 
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die ans den Coordinaten von P\Pi etc. abgeleiteten Werthe ein, so 
gelangt man zu Resultaten von der Form 

xi = (XißixU + ••• + kß4aii) : r, 

Insbedondere gilt für die Punkte der Ebenen PaPbPe bez. PaPlPl:: 

Sollen diese Ebenen affin sein, so muss die Proportion erfüllt 
werden : 

<ia '• ^b ' ^c ^= "^a ' "^b ' "^c 

Hieraus folgen die Gleichungen : 

^a^b — ^b'^a = 0, iSbtc — Öctb = 0, Öfta — ^ate = 0. 

Denkt man sich eins der Punkt^paare, z. B. PeP'a gegeben, eo 
sind Öc und r« bekannt, und die Gleichungen für Oata, db'^b nehmen 
die Gestalt an: 

m6a + w^a = 0, m6b + ntb = 0. 

Die Punkte Pa und P^ liegen demnach mit Pc,.und ebenso 
PJ, Pb und Pj auf derselben Parallelebene zu ©od bez. G«. 

Die entsprechenden Ebenen collinearer Systeme, 
welche den Gegenebenen parallel gehen, sind affin. 

Dieses Resultat ist in Üebereinstimmung mit dem Umstände, 
dass die unendlich fernen Punkte solcher Ebenenpaare sich ent- 
sprechen. 

13. Das Yerhältniss entsprechender Flächen auf af- 
finen Ebenen ist gleich dem Yerhältniss differentieller entsprechen- 
der Flächen und wird demnach gefunden, indem man das Yerhält- 
niss differentieller entsprechender Tetraeder, von denen drei Paar 
Punkte auf den beiden affinen Ebenen liegen, durch das Yerhältniss 
der Höhen dividirt.. 

Das Yerhältniss der Höhen ist der Difierentialquotient dp : dp' 
und ergiebt sich aus 

Man erhält 

Heger, Analytische Geometrie. |g 
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dp : dp' =^(h!^y.v.r.A:Ä': p'K 



Substituirt man; 

Ä2Ä3Ä4V T7#2 Ät'ä ^ 



80 entsteht: 









Hierau3 folgt das Verhältniss y entsprechender Flächen auf zwei 

affinen Ebenen: 

w dp «1 «2 CE3 «4 . il' . r* 

Das Vorzeichen von y sowie das von w : w' ist fiir alle Punkte 
der beiden Systeme dasselbe. Man sieht leicht, dass die entspre- 
chenden Flächen auf zwei affinen Ebenen, von den Gegenebenen aus 
betrachtet, gleichsinnig oder ungleichsinnig erscheinen, je nachdem 
to : uf negativ oder positiv ist. 

14. Lehrsatz: Die entsprechenden Ebenen, deren Ab- 
stände von zwei festen (Bntsprechenden Punkten P^ PJ, 
(und damit auch von allen Paaren entsprechender Punkte, 
welche auf den beiden durch P« nnd Pj, gelegten Paral- 
lelen zu den Gegenebenen liegen) ein gegebenes Verhält- 
niss haben, bilden zwei Paar entsprechende Bündel. 

Beweis. Nach Nro. 8 ist das Verhältniss der Abstände zweier 
entsprechenden Punkte, denen ö« nnd r« zugehört, von zwei ent- 
sprechenden Ebenen, deren Multiplicatoren A und A! sind: 

gg ^ A.y\c^ 

Soll dasselbe constant sein, so folgt für die Multiplicatoi:en der 
zugehörigen Ebenen eine Bedingungsgleichung von der Form : 

a) ' A = Ä^'. 

Da das Vorzeichen der Abstände hier gleichgültig ist, so hat 
man zu benutzen: 

b) A2 = Ä2^'2. 

Um die Multiplicatoren durch die Constanten der Ebenen aus- 
zudrücken, Bubstituire man in die Normalgleichungen: 
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der Reihe nach die Coordinaten der drei Tetraederpunkte; dann er- 
hält man für die Abstände der beiden Ebeiien von den Tetraeder- 
ecken die Formeln : 

fit 1. * 1. r ^ 

i>jfc = ^ • — • Äl Ä2 A3 A4 • --, 

p!t =^ J.'* -5- • ÄiÄ2ÄgÄ4 • • 

ßjt V 

Diese Werthe erfüllen die Identität für P lücker 'sehe Coordinaten: 

9V^ = p!9i + (- p! ff! — ^ P\ P2 ff 1 9-2 cos y 12 

... — 2p,iP4gzg4C0syu, 
9 r2 — y,V ^ 2ps'p4'ffBgiCosy,,. 

Hieraus ergiebt sich: 

2 1. 2 1, 2 i. 2 r*. 2 >M 2 






^'i? 9 

Setzt man diese Weythe in 

b) A^ = h^Ä'^ 

ein, so erfolgt eine Gleichung zweiten Grades für die Ableitungs- 
zahlen rii'y mithin liefert die Gleichung zwei entsprechende Gebilde 
zweiter Ordnung. 

Um nachzuweisen, dass jedes derselben sich in zwei Bündel 
(zwei Punkte) auflöst, nehme man an, Ti und Ti genügen der 
Gleichung b) und a); dann wird man immer noch zwei Paare ent- 
sprechende Ebenen Tj Tg', T-^ T/ finden können , deren Multiplica- 
toren (auch in Rücksicht auf die Vorzeichen) der Gleichung a) ge- 
nügen. 

Die Ableitungszahlen dieser Ebenen seien %i , nx-2 > %3 9 alsdann 
gehören den Ableitungszahlen 

njt = Ci flu 1+ C2nt2 + Cäfiis 

zwei beliebige entsprechende Ebenen der Bündel Tj T2 li und 
T/ T2' T3' zu. 

Man setze nun nt in die obigen Formeln für — und —rj-^ ein, 

und bieachte, dasS' 

C08T3=~öi;ill>HPl>5'f H (PuP2j + P2iP\j)fflff2COSyi2 J. 

Alsdann erhält man: 

16* 
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— 2 CiCs . . Cös Ti T3 -T 2 C2C3 . . ^os T2 Ja , 
775 = "' ir2 + c| TTj + c/ 17-, - 2 ci c^. —r-p cos r?ri' " 

— 2ciCz . ; . , cosT7Ts' — 2c,Cs ^ , . , cost7^T^'. ^ 

r -dl As ^2 -^3 

Beachtet man, dass 

Ai,= hÄi, Ä2 = lcA2y A2 = kAs^ 

so folgt: 

A = Ä^'. 

♦ 

Demnach entsprechen alle Ehenen des Bündels T] T2 T3 r^sp. 
TiTi'Ts' der Bedingungsgleichung b). Da nun dieselbe kein Qua- 
drat einer linearen Function der % ist, so folgt, dass dieser Gleichung 
noch ein zweites Bündel und das entsprechende zugehÖren. 

Für zwei entsprechende Parallelen TT' zu den Gegenebenen ist 

. Sind B und B die Multiplicatoren. der Gegen ebenen, wenn deren 
Gleichungen in der Form n^ ■== ßk für ff« , n^ = «^ für £^4 vor- 
ausgesetzt werden , so haben T und T die Multiplicatoren 

^A=—B, A' = —B\ 

V II 

Genügen T T' der Gleichung b) , so ist 

1/2 — JJ2 • 

Bezeichnet fi : v die positive ,Wurzel der rechten Seite, so liegen 
demnach die Gentra der beiden Bündel des ersten Systems auf den 
Ebenen 

T = 4iT^ ±vG^, 

und die Ceiitra der Bündel des zweiten Systems sind enthalten in 

r = (iG'^±vTL. 

Hieraus folgt, dass die Centra der beiden Bündel in jedem System 
entgegengesetzt gleiche Abstände von den Gegenebenen haben. 
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§.3. 
Doppelelemente sweier collinearen räumlichen Systeme. 



1. Doppelpunkte. Ist P ein selbstentsprechender Punkt zweier 
coUinearen räumlichen Systeme, so sind die yier Gleichungen erfüllt 

a) Mi'. 6 — Nu r, 

wenn abkürzend bezeichnet wird : 

Ni= Ai^ior^i -|- liß^afa + hß^^a + ^iß^^H^ 

Diese Gleichungen liefern für U = r = keine geometrisch 
brauchbaren Werthe; denn die entsprechenden Punkte, deren A 
dieser Bedingung genügen, haben zwar beide unendlich grosse Co- 
ordinalen, liegen aber im Allgemeinen von zwei endlichen Punkten 
aus nicht in derselben Richtung, fallen also im Allgemeinen nicht 
zusammen. 

Hiernach verbleibt als ausreichende und nothwendige Bedin- 
gung für die X von Doppelpunkten, wenn k einen noch zu bestim- 
menden Factor bezeichnet : 

6 z= kz , M2 = kN2 , 

h) Mi=kNu Ms=kNi, 

M^ = ÄJV4. 
Multiplicirt man die vier letzten dieser Gleichungen der Reihe 
' nach mit gigiffsffi nnd addirt, so erhält man die erste Gleichung 
mit dem dreifachen Inhalt des Axentetraeders multiplicirt ; demnach 
darf eine dieser fünf Gleichungen weggelassen werden. Lässt man, 
um möglichst symmetrische Formen zu erhalten, die erste Gleichung 
weg und ordnet die übrigen nach Aj A2 Ag A4 , so erhält man vier 
homogene lineare verschwindende Functionen, deren Verein das 
Verschwinden der Determinante des Systems erfordert : 

«la^n — kßiofii, 00X12 — kß2x\2% «3^13 — ^i^a^'is, «4^14 — ^ßi^u 
C^\X^l — kßiX2i, ... ... ... 

«1^31 kßiX'21, ... ... ... 

«1X41 — kßix\i^ . ; . ... ... 

Diese Gleichung ist biqnadratisch für k und liefert keine, zwei 
oder vier reelle Wurzeln. Zu jeder der Wurzeln liefert dann das 
System b) ein und nur ein zugehöriges System von Lösungen: 

Ai : Aj : Aj : A4; 
jede dieser Lösungen liefert einen Doppelpunkt. 



= 0. 



f) 
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Hiernach besitzen zwei collineare räumliche Systeme 
im Allgemeinen keinen, zwei oder vier Doppelpunkte. 

2. Doppelebenen. Setzt man abkürzend 

Ti = Su^i + d^iXi + S^iXs + *4.^4, 

\ so erhalten die Gleichungen zweier entsprechenden Ebenen die 
Form; , 

d) ^«' «/ "« "* i fc = l,2,3,4. 

Ist eine Ebene ^elbetentsprechend , so hat ihre Gleichung zu- 
gleich die Form T = und ft T' = , wenn ft einen noch unbe- 
stimmten Factor bezeichnet. 

Die Identität 

liefert die vier Gleichungen der l: 

Der Verein dieser Gleichungen erfordert das Verschwinden, 
der Determinante: 

— Öll — f*-;5-«ll» — Öi2 — f* -^ «12 , — Oi3— fi-T-,£i3, " ^14 — f* ■;5- «14 
«1 Pl «2 P2 ^3 P3 «4 P4 

1 A 1 

— O21 — f- -]«- ^21 ? ... ... ... 

«1 Pl 

1 A 1 

Ogi f*"5~f31» ... ... ... 

«1 Pl 

1 A 1 

— O41 — f* -5- f 41 7 ... ... ... 

«1 Pl ^ 

Diese Gleichung ist biquadratisch für ft. Jede reelle Wurzel 
derselben liefert ein und nur ein System von Lösungen der Glei- 
chungen e): 

li : l'i : I3 : h', 
jedes dieser Systeme liefert die Gleichung einer Doppelebene. 

Demnach giebt es in collinearen räumlichen Syste- 
men im Allgemeinen keine, zwei' oder vier selbstent- 
sprechende Ebenen. 
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3. Jeder Doppelpunkt ist Trauer zweier entsprechenden concen- 
irischen £henenhnndel; zwei coUineare ooncentrische Bnschel haben 
mindestens eine Doppelebene; demnach giebt es stets mindestens so 
viel Doppelebenen wie Doppelpunkte. 

Jede Doppelebene ist Träger zweier auf einander liegender 
collinearer Punktsysteme; zwei coUineare Ebenen haben mindestens 
einen Doppelpunkt; demnach haben zwei coUineai'e räumliche Sy- 
steme mindestens so viel Doppelpunkte als Doppelebenen. 

Aus beiden Bemerknngen folgt: 

Zivei coUineare räumliche Systeme haben eine gleiche 
Anzahl Doppelpunkte und Doppelebenen. Jeder Doppel- 
punkt liegt in einer der Doppelebenen. 

4. Man nehme nun zwei Doppelpunkte Qi Q^ und zwei Dop- 
pelebenen Si Sf &n] es liege ^i auf Si , ^2 ^^ S^' Giebt es noch 
zwei Doppelpunkte und nicht mehr, so können dieselben nicht ausser- 
halb der Geraden jSi St liegen. Denn ist Q ausserhalb Si St ein 
Doppelpunkt, so ist z. B. Qi Q eine selbstentsprechende Gerade, da 
Bie zwei selbstentsprechende Punkte enthält; der endlich oder un- 
endlich ferne Punkt, den diese Gerade mit Sj gemein hat, ist 
dann ebenfalls Doppelpunkt; denn ihm entspricht ein Punkt, der 
sowohl auf 82 als auf Q Qi gelegen ist. Uat aber eine Gerade drei 
selbstentsprecbende Punkte, so sind alle ihre Punkte selbstent- 
sprechend. Das ist gegen die Voraussetzung, dass nur vier Dop- 
pelpunkte der beiden räuinlichen Systeme vorhanden sind. Nimmt 
man Q auf 81 oder 8^ aber ausserhalb der Kante beider Ebenen 
an, so schliesst.man, dass dann Qi Q bez. Q2 Q lauter Doppelpunkte 
enthalten würden, was ebenfalls der Voraussetznng widerspricht. 

IBbenso schH esst ^ man, dass wenn es noch zwei und nur diese 
Doppelebenen giebt, dieselben die Kante Qi Q2 enthalten müssen. 

Es bilden flemnach die vier Doppelpunkte und die vier Dop- 
pelebenen die vier Ecken und die vier Seiten eines und desselben 
selbstentsprechenden Tetraeders. 

5. Sind vier Doppelpunkte vorhanden, die nicht in einer Ebene 
liegen, so gewinnen die Collineationsgleichungen die einfachste Form, 
wenn man sie auf das selbstentsprechende Tetraeder bezieht. Man 
erhält für die Coordinaten entsprechender Punkte: 

t "'kßk y 

t 
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Für die Coordinaten entsprechender Ehenen ergieht sich 



ujt = — : 



tti = 



8 



t 



Die Gleichungen entsprechender Ehenen und entsprechender 
Geraden nehmen ehenfalls eine einfache Gestalt an, die sich leicht 
herstellen lässt. 

6. Zwei collineare Systeme lassen sich durch Lagen- 
yeränderung des einen immer in eine solche gegenseitige 
Lage hringen, dass sie vier Doppelpunkte hesitzen. 

Man vereine zwei entsprechende Punkte im Punkte A. Durch 
Drehung des zweiten Systems vereine man nun zwei entsprechende 
Geraden, welche durch A gehen. 

Die heiden auf einander liegenden Geraden hahen ausser A 
stets noch einen Doppelpunkt B, AB ist der Träger zweier ent- 
sprechenden Büschel; man drehe das zweite System um AB so 
lange , his irgend zwei entsprechende Ehenen heider Büschel sich 
decken. In dieser Doppelehene liegt dann ausserhalb A B noch ein 
Doppelpunkt C, Die beiden coaxialen Büschel haben ausser ABC 
noch eine Doppelebene, und diese enthält ausserhalb AB noch einen 
Doppelpunkt D. Mithin haben nun die beiden Systeme die vier 
Doppelpunkte AB CD , q. e, d. 



Sätie über Böicbd uod Sdttjuren von Ciimm 
und Flächen zweite* Oninung. 



1. DefimtkfB dts Keg^}«(r*mhtbäschels. Wenn di«^ Coi^tfi- 
cienten a^ der Gleiclmng eines Kegelschnitts in Ttiukt^ 
coordinaten 

homogene lineare Functionen xveier Tariabeln Aji (od<^r 
nicht homogene Functionen einer Tariabeln) sind« nSttiUch 

a) aäi = a;tl + a^fi, 

8o heisst dieGesammtheit allerKegelschnitto, deren Co«»f« 
ficieoten dnrch die Substitution zweier reellen \Verth<^ 
Afi in die Formeln a) heryorgehen, ein Kegelschnitt- 
büscheL 

Definition der K^elschnittflchaar. Wenn die Coefficieiiteu 
Oijt der Gleichung eines Kegelschnitts Plancoordinatoii 

ft ^aiif*f + 2ai,ii, «i, + 2aut«,ti3 4- a,ji«| + 20,811,115 +«n3^*—0 

homogene lineare Functionen zweier Yariabelu Afl sind: 

b) aa = aitX + oSf», 

so heisst dieGesammtheit allerKegelschnitto, doronCoof- 

ficienten durch Substitution reeller Werthe Afl in die 

Formeln b) heryorgehen, eine Kegelschniitsohaar. 

Setzt man abkürzend 

K' =ai,'x* + 2ai2'a?,»3 +2ai8'a;iiC3 +«2A* + 2(i,|'xaX3 +«8»'«* 

.Z" = aii"xi«+ +««A? 

«" = aiiX+ +«.ifl"<» 

80 sind demnach die Gleichungen aller Kegelschnitte eines Rüsohols 
anter der Form enthalten: 
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d) K=kK' + (iK" = 0, 

und die Kegelschnitte einer Schaar unter der Form: 

e) St= AÄ' + fiÄ" = 0. , 

Durch eine lineare Transformation mögen KE! K** mK\Ki Ky'^^ 
so wie ÄÄ'^' in Äi ^i' Ä/' transformirt werden. Alsdann hat man 

und folglich, wenn 5^, 5^, bji die Coefficienten von KiKi K\' be- 
ziehentlich von ÄiÄi'Äi" bezeichnen: 

hk = Abi + f^Mi. 
Hieraus folgt: Die Eigenschaft von Kegelstilinitten , «in Büschel 
oder eine Schaar zu bilden, ist unabhängig vom Coordinatensysteme. 
2. Es seien K\ K^ zwei Kegelschnitte des Büschels, welche 
den Werthen aj a^ und 2>i 1)2 füi* A und ft zugehören , so dass also 

Kl = aiX' + a2jr", 

Ä2 = hK! 4- &2Ä", 

so erhält man durch Auflösung dieses Systems: / 

«102 — 02 Ol 

Indem man diese Werthe in 

K—lE!-\- (iE'' 

substituirt, erhält man: 

bgA — hifi «1 ^ — «2 A 

Ä = — 7 7- • Hl -\ r =- Ä2- 

ai ©2 — Ö2 Ol «1 O2 — «2 0| 

Setzt man 

^2 A — bi f t tti fi — 02 A 

ai ?>2 — 02 bi ' «1 1^2 0^2 ^1 

SO durchlaufen für alle möglichen reellen Werthe von Aft auch die 
Aj fii alle reellen Werthe , könneu also als neue variable Multipli- 
catoren statt l(i verwendet werden. Man hat alsdann 

K = Aj Kl -f-' jM-i K2; 

Demnach lassen sich die Gleichungen der Kegelschnitte 
eines Büschels aus den Gleichungen je zweier Kegel- 
schnitte des Büschels mittelst zweier reellen Multipli- 
catoren nach der Formel herleiten: 
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Indem man eine ganz gleichlautende Untersuchung für Kegel- 

* 

schnitte einer Schaar anstellt , erhält man : 

Die Gleichungen der Kegelschnitte einer Schaar 
lassen sich aus den Gleichungen je zweier Kegelschnitte 
der Schaar-mit Hülfe zweier reellen Multiplicätoren nach 
der Formel ahleiten: 

Ä ==^ ^i ti»i "7" A2 OV2. 

Hieraus folgt: Ein Büschel und eine Schaar sind durch zwei 
Kegelschnitte, die ihnen angehören, bestimmt. 

3. Wenn zwei Kegelschnitte einesBüschels oder einer 
Schaar einen gemeinsamen Punkt bez. eine gemeinsame 
Tangente haben, so ist dieser Punkt bez. diese Tangente 
allen Kegelschnitten des Büschels oder derSohaar gemein. 

Denn sind Ki K^ oder Äi Ä2 die betrachteten beiden Kegel- 
schnitte, so leite man die übrigen nach den Formeln ab ; 

« = AÄi + ^Ä2 = 0. 

Alle Coordinatengruppen Xk oder w*, welche gleichzeitig den 
Gleichungen genügen: 

Äi = und ^2 = 0, 
oder Äi = und ^2 = 0, 

erfüllen dann in der That auch die Gleichung jedes andern Kegel- 
schnitts des Büschels oder der Schaar: 

K=0 oder Ä = 0, q. e. d. 

. Mit Hülfe dieses Satzes beweist man apagogisch: 

Wenn irgend zwei Kegelschnitte eines Büschels oder 
einer Schaar keinen gemeinsamen Punkt bez. keine ge- 
meinsame Tangente besitzen, so haben auch irgend zwei 
Kegelschnitte des Büschels oder der Schaar keinen ge- 
meinsamen Punkt bez. keine gemeinsame Tangente. 

Denn hätte irgend ein Paar ein gemeinsames Element, so wäre 
dies auch jedem andern Paare gemeinsam, im Widerspruche mit 
der Voraussetzung, dass es ein Paar giebt, welches nichts Gemein* 
sames enthält. 

4. Wenn ein Punkt und eine Gerade für zwei Kegel- 
schnitte eines Büschels oder einer Schaar Pol und Polare 
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sind, so sind sie es für alle Kegelschnitte der beiden 
Gebilde. 

Die Gleichungen der beiden Kegelschnitte des Büschels, welche 
ein Paar Pol und Polare gemein haben, mögen sein 

/ = 0, f = 0. 

Ist n der Punkt, der für beide Kegelschnitte dieselbe Polare 
hat, und 9?, der Werth, den 8/ : ä?,- für die Coordinaten von II an- 
nimmt, so sind die beiden Gleichungen: ~ , 

a) g)i'a?, + 9)2' 0^2 + 9^^ = ^, g>i"^ + 9^«"^ + 93% = 0, 
nur um constante Multiplicatoren verschieden, d. h. 

b) ^9)3' = <J<P2", 

^93' =09)3". 

Die Polare des Punktes Jl in Bezug auf irgend einen Kegel- 
schnitt des Büschels 

hat die Gleichung * 

{l 9/ + ^^\')^i + (^9^2' + ^9>2'V2 + (A^s' + f*9^3")a?3 = 0, 
oder: 

Drückt man nach b) dieWerthe yj durch die 9?" aus oder um- 
gekehrt und substituirt 'dies in die eben gewonnene Gleichung, so 
sieht man, dass dieselbe von jeder der beiden Gleichungen a) nur 
um einen constanten Multiplicator abweicht, q. e. d. 

Ebenso beweist man den analogen Satz für Schaaren: 
Seien/' = 0,./" = die Gleichungen zweier Kegelschnitte 
in Plancoordin&ten , also 

die eines beliebigen Kegelschnittes der Schaar; sei % die Gerade, 
die für/' und/" ein und denselben Pol hat, und 9,- der Werth, 
welchen 8/ : 8w,- für die Coordinaten von % annimmt; so ist die 
Gleichung des Pols von ^ in Bezug auf die beiden Kegelschnitte 

c) q>\Ui + 92'««2 + 93'«3 =0 und qp/'wi + ^2'^ + 9>3"«*3 = 0. 
Da beide denselben Punkt, den gemeinsamen Pol, bezeichnen, so 
können sie nui* um constante Multiplicatoren verschieden sein, so 
dass 

d) 6 fp[ = öq)i\ i = 1, 2, 3. 

Die Gleichung des Pols von X in Bezug auf / = lässt sich 
schreiben 



r 



Coiren md Fbtcken zveiter Onlniuig. 2ci3 

mit Hülfe der F oimel n d) wird gesagt« dass diese Gleidrang Ton 
den Gleichmigea c) mmr «m oonstaate Factnen mbweiclit , also den- 
selben Punkt bedeoiet, ^ e. d. 

Insbesondere findet 



Cin Dreieck, velcbes für zvei Kegelschnitte Ki Kt 
zn^leich sich selbstconjngirt ist, i'^tfüralleKegelschnitte 
des durch Ki nnd K^ bestimmten Qüschels, sowie für alle 
Keg^elschnitte der dnrch KiKf bestimmten Schaar sich 
selbst conjagirt. 

5. Bestimmung der Punkte, deren Polaren in Beiug 
auf zwei Kegelschnitte zusammenfallen. Bestimmung der 
Geraden, deren Pole in Bezug auf zwei Kegelschnitte zu- 
sammenfallen. 

Die Gleichungen der beiden Kegelschnitte seien 

f = ayxxl + ... =0, 
r=l^,a:f + .-.=0, 

f = CuU^ -\ =0, 

r=duul+ ... =0, 

so bat man diejenigen Punkte Tl zu bestimmen, deren Coordinaten 
die Gleichungen erfüllen: 

Qffi — 6fpi" = 0, 
a) QfPi — ^9^" — 0, 

und je nachdem man in Punkt- oder in Plancoordinaten rechnet, 
noch eine der beiden Gleichungen 

Ausser den unbekannten Coordinaten enthalten die ersten drei 
Gleichungen das unbekannte Verhältniss Q : 6, Da nun die ersten 
drei Gleichungen homogen und linear in Bezug auf die Coordinaten 
sind, so folgt, dass ihre Determinante verschwindet, d. i. 

für Punktcoordinaten : 

(h\Q — &ii<J, ax2Q — 1)12 <J, ■ «13 P — ^i»<^ 
h) auQ — &J2Ö, (h2Q — ^22<J» «2a (> — ^n^ = 0, 

«laP — 2>i8(J, a2zQ -r- 5230, a^^Q — ^^gÖ 



2^ Sitae ober Biäsehei und Seknim tqu 

Inr Pla m cogr d iiiatign : 

Aus diesen Gleiebimgcii beredme hub p : IK. Jeder reelle 
Wertb vird in zwo Gleicbnngen des STstems a) eingcaeizt and lie- 
fert dann mit Hälfe der Identitäten ' 

^ """ - - • - 

immer ein und nur ein reelTes Wertbsjstem der Coordinaten. 

Da nnn ein Pol and seine Pobure wecbsebaitig eindeatig^ zn- 
sammengebören , so folgt: 

Die beiden Gleicbnngen b)andc)f welcbe sieb anf das- 
selbe Paar von Kegelscbnitten bezieben, baben gleicb- 
riel reelle Wnrzeln. 

Da femer entweder eine oder drei reeUe Wmnefai Torbanden 
sind, so folgt: 

Zwei Kegelscbnitte baben entweder eine oder drei 
Paar Pole and Polare, welcbe beiden gemeinsam sind. 

6. Bestimmung der in einem Büscbel entbaltenen Ge- 
radenpaare bez. der in einer Scbaar entbaltenen Pnnkte- 
paare. 

Der Kegelscbnitt (in Punkt- oder Plancoordinaten) 

ist ein Geradenpaar oder ein Ponktepaar, wenn sieb die linke Seite 
in ein Prodnct zweier linearen Functionen mit reellen Coefficienten 
zerlegen lasst. 

Sind Q und ( — ö) zwei Wertbe von Afi, durcb welcbe K in 
zwei lineare Factoren zerfallt, so verschwindet die Discriminante 
von 

K=Qf'- «/". 
Dies liefert die Bedingungsgleicbung für Q und 6- 

Da nun für Punktcoordinaten diese Discriminante mit Nro. 4 b 
identisch ist , und für Plancoordinaten mit Xro. 4 c , so folgt : 

Wenn zwei Kegelschnitte/' = 0,/" = nur ein Paar 
Pol und Polare gemein haben, so giebt es auch nur ein 
reelles Yerhältniss Q : 6^ für'welches die Function 

Qf - «/" 
in lineare Factoren zerfällt. Haben hingegen die Kegel- 
schnitte ein sich selbst conjugirtes Dreieck gemein, so 
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giebt es drei reelle Verhältnisse Q : Ö, durch welche die 
Fanction in lineare Fi^ctoren zerlegbar wird. 

.Hieraus folgt weiter: Ein Eegelschnitthüschel hat höchstens 
drei Geradenpaare; diese bilden die sechs Seiten eines Vierecks, das 
allen Kegelschnitten des Büschels eingeschrieben ist und dessen zu- 
geböriges Dreieck für alle Kegelschnitte des Büschels sich selbst 
coiijagirt ist. 

Eine Ke^elschnittschaar enthält höchstens drei Paare von Punk- 
ten. Dieselben bilden die Ecken eines Vierseits , welches sämmt- 
liehen Kegelschnitten der Schaar umschrieben ist. Das diesem Vier- 
seit zugehörige Dreieck ist für alle Kegelschnitte der Schaar sich 
selbst conjugirt. 

Hat ein Büschel oder eine Schaar ein sich selbst conjugirtes 
Dreieck, so ist die Gleichung je zweier Kegelschnitte derselben von 
der Form: 



El ^ ttix^ 4- a^x^ 4-, a^xl = 0] 
K2 ^ birCj^ + hiX^ + 63«! = Oj 

Si = flhtt^ + %tt| + a^u^ = Ol 

Ä2 = h Ul + b2t*2 + h.,ui = Ol 

I 

Die Discriminante von 



für das Büschel, 



für die Schaar. 



qKx — (JÄg oder (>Ä, — 0^2 
reducirt sich auf 

hat also, wie vorauszusehen war, die drei reellen Wurzeln : 

Ibi : ai 
^2 • (h 
\ : Ö3- 

Man setze dieselben in die FuDctionen 

qKi — 6K2 und Q&i — öSti 

ein; dieselben gehen dann in homogene quadratische Formen je 
zweier Coordinaten allein über. 

Dies sind die Gleichungen der Geradenpaare des Büschels und 
der Punktepaare der Schaar. Man ^erhält die drei 

Geradenpaare : 

(aa^i — 01^2)^2^ + («3 2>i -r- aihs)x^ = 0, 
(«3^2 — «2^3)^3^ + («iZ>2 — 02^1)^1'^ = 0, 
(ai6j — «3^1)^1* + iß'ih — a2h)x^ = 0, 
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Punktepaare : 

(«8^2 — (hh)^l + («1^ — €kih)^'i = 0, 

Diese Gebilde sind reell oder nicht, je nachdem die beiden 
Coefficienten jeder Gleichung ungleiche oder gleiche Zeichen haben, 
je nachdem also das Product je zweier Coefücienten negativ oder 
positiv ist. ' Das Product dieser drei Producte , d. i. das Product 
sämmtlicher sechs Coefficienten, ist 

mithin immer negativ. Demnach ist unter den obigen Gleichungen 
mindestens eine, deren Coefficienten ungleiche Zeichen haben. 

Dies ergiebt den Satz: 

Wenn die Kegelschnitte eines Büschels ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck gemein haben, so enthält das Büschel 
immer mindestens ein Geradenpaar. 

Wenn die Kegelßchnitte einer Schaar ein sich selbst 
conjugirtes Dreieck gemein haben, so enthält die Schaar 
mindestens ein Punktpaar. 

Bezieht man zwei Kegelschnitte eines Büschels oder einer 
Schaar, welche kein gemeinsames, sich selbst conjugirtes Dreieck 
haben, auf ein Dreieck, in welchem das gemeinsame Paar Pol und 
Polare die Ecke Ai und die gegenüberliegende Seite A2 Äs bildet, 
so haben die Gleichungen derselben die Form: 

Äi = flfiiMi^ + a22«2 + 2a23%te3 + a^^u^ = | 

fi^ T. 9 11. 2 ! o 7. . I 1. 2 ^ f für die Schaar. 

Die Discriminainte von 

qKi — 6Ki oder 9Ä1 -- 0Ä2 

reducirt sich auf 

«22 ,P — ^22 <^ O23Q — hi2^ 

(^izQ "— ^23 <y f^izQ — ^83 <^ 

Die in dem zweiten Factor auftretenden Coefficienten können 
in mehrfacher Weise so gewählt werden, dass die AnnuUirung des- 
selben für complexe Verhältnisse Q : ö erfolgt; dann wird die Vor- 
aussetzung erfällt, dass nur ein gemeinsames Paar Pol und Po- 
lare vorhanden ist. 

Substituirt man die einzige reelle Wurzel der Discriminante 



(a\iQ — ^11 ö) 



= 0. 
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p : tf = 611 : flu 
in ilie Gleichimgen 

so erhält num: 

(0,4611— ft,^i,)*i*-!-2.o,5?*ii — fci>«i:»»»"* -^l<Hs^l—^«^l)•l^=Ö. 

Die IHscriminante beider Gieichongen ist kein Tollst&ndig«s 
Quadrat. Als Function von an und 611 betrachtet, kftnn sie durcb 
geeignete Wahl dieser Coefficienten einen negadven Werth er- 
halten. 

flierans ergiebt sich das bemerkenswerthe Re^tat: 

£s giebtBüscheK die kein PaarGerade, und Schaaren« 
die kein Paar Punkte enthalten. 

7. Die Coordinaten der Mittelpunkte der Kegelschnitte eiues 
Büschels 

^ iS:=fi/r, + vKi = 

sind die Ijösunsren des STstems: 

fi(aiiari + aijXj + 0,3X3) + v(6ii Ji + ^«Xj + ^isJr«) — *^i =0, 
(J^(aii^i + ^22^+ 0*3^3) + v(Pii^i + ^s«« + b*3«3) — kg^ ~ 0, 
^(öisari + (h:i^ + «33^3) + v(^i3ari + &23«i + ^li^) — *^3 = 0, 

Die ersten drei Gleichungen sind homogen linear für fl, v, ^; 
folglich annulliren die Lösungen Xi x^ x^ die- Determinante dieses 
Systems, erfäUen also die Gleichung : 

aiiXi + ^2^2X2 + «23^3, ^2^1 + ^J«3 + ^3^3» y« = 0. 
aisXi + ai3iC2 + 033Ä?.Ji ^134?1 + ^3^ + ^83^3» 5^3 

Dies ergiebt: 

Der geometrische Ort für die Mittelpunkte der Kegel- 
schnitte, eines Büs(^hel^ ist ein Kegelschnitt. 

Bezieht man die Kegelschnitte des Büschels auf ein Dreieck, 
welches das gemeinsame Paar Pol und Polare als Ecke und Gegen- 
seite enthält, so erhalten die Gleichungen JSTi = 0, iST^ = die 
oben angegebene einfachere Form; die Gleichung des Orts für die 
Mittelpunkte vereinfacht sich in Folge dessen zu: • 

«22^2 + öt.>«a?3, 2>22^ -f ^28^8» 9i = ^' 
a-IS Xs + «33 ^s\ hs ^2 + ^38 ^8 » 9d 

Dieselbe wird für X2 ^= n^s •=^ erfüllt und lehrt: 

Heger, Analytische Geometrie. \^ 
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Der Ort der Mittelpunkte eines Büschels geht durch 
denjenigenPunkt, der für alle Kegelschnitte des Büschels 
ein und dieselhe Polare hat. 

Hahen die Kegelschnitte eines Büschels ein sich selbst conju- 
..girtes Dreieck, so ist dasselbe dem Ort der Mittelpunkte einge- 
> .schrieben. 

.... 8.. Der Mittelpunkt des Kegelschnitts einer Schaar: 

Ä = liHi + VÄ2 = 
hat die 'tjleichung : 
ft[(aii + «12 + ais)ui + («12 + 022+ Oas)«*« 

» ^ + («13 + «23 + «asKJ + l^[(^l + ^12 + ^8)^1 

+ (Pl2+h2+ h3)U2 + (2>18 + hs + M W3] = 0. 

Da nun: 
(oii + ai2 + Oia)«, + (ai2 + 02-2 + a28)«*2 + («13 -f «28 + «33)% = 
die Gleichung des Mittelpunktes von Ri ist, und 

(hn + 5i2 + bis) Wi + G>i2 4- ^22 + ^23)«^ + (^18 + ^28 + hs)^ = 

die Gleichung des Mittelpunktes von $(2 1 so folgt , dass der Mittel- 
(mnkt von & mit den Mittelpunkten von $1 und S2 auf einer Ge- 
raden liegt. 

Diesem Satze kann man folgende allgemeinere Form geben : 
) \ »Per geometrische Ort für die Mittelpunkte der Kegel- 
schnitte einer Schaar ist eine Gerade. 

9. Die Kegelschnitte eines Büschels schneiden jede 
Gerade im Allgetaeinen in Punktepaaren zweier involu- 
torisch verwandten Reihen. 

Die Kegelschnitte einer Schaar werden von jedem 
Punkte aus im Allgemeinen durch Geradenpaare sweier 
involutorischen Strahlenbüschel tanofirt. 

Man beziehe die Kegelschnitte des Büschels auf ein Dreieck, 
, welc^s die betrachtete Secänte als Seite Äq A^ enthält. Die Goor- 
dinaten der Schnittpunkte jedes Büschelkegelschnitts mit A^ Az sind 
alfi(lann Wurzeln der Gleichung: 

..tJ^(ßl2Xl+ 2a>22iH^B + (hz(X>z) + V(huX^ + 2&22^2«8 + }>zzxD= 0. 

Eliminirt man hieraus X^ durch die Gleichung 

^2^2 + QzXi = ^, 
so erhält man eine Gleichung für X2 von der Form : 

y^ißixl + 02X2+- «3) + vQ>i xi + 1)2X2 + h) = 0. 

Die Wurzeln dieser Gleichung bilden in derThat die entsprechenden 
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Paare derjenigen beiden inTolntonBchen Beihen, fnr weloke die 
Wurzeln der beiden Gleichungen 

«,X* + OfXf +01 = 

und 

entsprechende Punktepaare bestinunen. 

Ebenso beweist man den anf Schaaren bezüglichen Theil des 
Satzes. 

Man beziehe die Kegelschnitte der Schaar anf ein Dreieck, in 
welchem der betrachtete Punkt ein Eckpunkt ^i ist. 

Die Goordinaten der Yon Ai an einen Kegelschnitt 

f*Äi + vft, == 
gelegten Tangenten sind die Wnrzeln der Gleichung: 

und bilden demnach die entsprechenden Paare der beiden involu- 
torischen auf Ä\ liegenden Büschel, für welche die Wurzeln der 
Gleichungen 

(h^ul+ 2aj3«j««8 + a8si*3*=i=0 und g^r^u^ + ^8^31*8 = ^, 

die Goordinaten entsprechender Paare sind. 

10. Definition des Büschels und der Schaar von 
Oberflächen zweiter Ordnung. 

Sind die Coefficienten der Gleichung einer Fläche zweiter 
Ordnung in Punkt- oder in Plancoordinaten homogene lineare 
Functionen zweier (oder nicht homogene lineare einer) Variabeln 
§1 und V: 

a) aa = a'a^i + a'iVy 

so heisst die Gesammtheit aller der Flächen, für deren jeden die 
Coefficienten durch ein reelles Yerhältniss ft : v aus den Formeln 
a) hervorgehen, ein Büschel, wenn die Coefficienten den Gleichun- 
gen für Punktcoordinaten , eine Schaar, wenn dieselben den Glei- 
chungen für Plancoordinaten zugehören. 

Bezeichnet man die beiden Flächen zweiter Ordnung, deren 
Punktgleichungen die Coefficienten aattit enthalten, mit K' K!\ so-, 
wie die, deren Flangleichungen dieselben Coefficienten enthalten, 
mit Ä'Ä", so haben demnach die Gleichungen der Flächen eines ^ 
Büschels und einer Schaar die allgemeine Form '■ 
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Man sieht leicht, dass die Eigenschaft von Flächen zweiter 
Ordnung, ein Büschel oder eine Schaar zu bilden, vom Coordinaten- 
system unabhängig ist; ferner, dass man die Gleichung jeder ein- 
zelnen Fläche aus den Gleichungen von irgend zweien Ki Ä2 bez. 
^i ^2 mit Hülfe der Formeln ableiten kann : 



' Hieraus folgt weiter , dass alle die Punkte , welche irgend zwei 
Flächen eines Büschels, und alle die Tangentialebenen, welche zwei 
Flächen einer Schaar gemeinsam sind, zugleich allen anderen Flächen 
des Gebildes angehören. 

Oder: Schneiden sich zwei Flächen eines Büschels längs einer 
Curve und sonst nicht, 60 gehen alle Flächen durch diese Curve und 
haben sonst keine Punkte mit einander gemeiu. 

Sind zwei Flächen einer Schaar einer developpablen Fläche 
eingeschrieben, und haben sonst keine gemeinsamen Ebenen, so 
sind alle Flächen der Schaar dieser Fläche eingeschrieben und haben 
sonftt keine gemeinsamen Tangentialebenen. 

Berühren sich zwei Flächen zweiter Ordnung in einem isolirten 
Punkte, so berühren sich alle Flächen des durch die beiden Flächen 
bestimmten Büschels, sowie alle der durch sie bestimmten Schaar 
in diesem Punkte. 

Berühren sich zwei Flächen zweiter Ordnung in zwei isolirten 
Punkten, so können sie weiter keine Punkte als die Berührungs- 
punkte, und weiter keine Ebenen als die Tangentialebenen in den 
Berührungspunkten mit einander gemein haben; alle Flächen des 
durch die beiden gegebenen Ebenen bestimmten Büschels und der 
durch sie bestimmten Schaar berühren sich dann ebenfalls in den 
beiden isolirten Punkten und es fällt 'demnach in diesem Falle das 
Büschel mit der Schaar zusammen. 

Berühren sich zwei Flächen zweiter Ordnung längs eines Kegel- 
schnitts, so haben sie weiter keinen Punkt als diesen Kegelschnitt, 
und weiter keine Tangentialebene als die Ebenen des Berührungs- 
kegels gemein; auch in diesem Falle ist das Büschel mit der Schaar 
identisch. 

11. Hat ein Punkt dieselbe Polarebene für irgend zwei 
Flächen zweiter Ordnung, so hat er diese Ebene zur Po- 
laren in Bezug auf jede Fläche des durch die beiden 
Flächen bestimmten Büschels. 

Hat eine Ebene denselben Pol in Bezug auf irgend 
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z^irei Flächen einer Schaar, so ist dieser Punkt der Pol 
der Ehene für alle Flächen der Schaar. 

Denn sind die Gleichungen der beiden Flächen zweiter Ord- 
nung, für welche der Punkt Pi dieselbe Polarebene hat: 

/ = und /' = 0, 

und bezeichnet man 0/ : d Xi für den Punkt P» mit yi , so ist die 
Gleichung der Polarebene von Pi in Bezug auf /' und /" : 

,s /i'^i + fi'x^ + /.'iTa + A'x^ = 0, 

'' /. "xx + //'x, + /,"X3 + f^"x^ = 0. 

Da diese beiden Gleichungen dieselbe Ebene darstellen sollen, 
so können sie nur um einen constanten Factor abweichen; bezeich- 
nen Q und 6 zwei noch zu bestimmende Zahlen, so ist demnach: 

Qfx — ö/i" = 0, 

. Qft' - Ö/j" = 0. 

*^ P/s' - «/." = 0, 

9A' - Ö/4" = 0. 

Die Gleichung der Polaren von Pi in Bezug auf eine Fläche 

des Büschels 

K=iif + vf == 
ist : 

Eliminirt man hier die Werthe/J' mit Hülfe der Gleichungen 
e), so stimmt die resultirende Gleichung mit der ersten von d) bis 
auf einen constanten Factor überein , stellt also in der That dieselbe 
Ebene dar. 

Femer seien die Gleichungen der Flächen in Plancoordinaten 

/'.= 0, /"=0, 

. die Ebene, die für beide ein und denselben Pol hat, habe die Coor- 
dinaten u«, so müssen, wenn 8/: 8«* für dieWerthe «*i mit/* be- 
zeichnet wird, die Gleichungen der Pole 

.. -/l'«l +/2'««2 +/8'«3 +/4'«4 = 0, 

' /i"Mi + /2"«2 + f"^ + /4"«4 = 

denselben Punkt darstellen; hieraus ergiebt sich ein der Form nach 
mit e) identisches System, nur dass die /,• Diflferentialquotienten einer 
Function von Plancoordinfiten sind. 

Die Gleichung des Pols dejr Ebene wi für die Fläche der Schaar 

Ä = ^/' + vf = 
ist: 
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(j*/i' + vA")«! + (/*/»' + v/2")Ma + (ft/a' -I- v/3")«a 

Dieselbe wird mit Hülfe der Gleichangen e) geometrisch identisch 
mit jeder der beiden gleichbedeutenden Gleichnngen f). 

12. Bestimmung der Punkte, welche für die Flächen 
eines Büschels dieselbe Polarebene haben; sowie der Ebe- 
nen, welche für die Flächen einer Schaar denselben Pol 
haben. 

Damit ein Punkt ein und dieselbe Polarebene für ajle Flächen 
eines Büschels hat , genügt , dass er sie in Bezug zweier Flächen 
des Büschels hat; und eine Ebene hat ein und denselben Punkt 
zum Pol für alle Flächen einer Schaar , wenn sie denselben für 
zwei Flächen der Schaar zum Pole hat. 

Sind /' =:^ , /" = irgend «wei Flächen des Büschels oder 
der Schaar , so müssen demnach die Coordinaten des gesuchten 
Punktes bez. der gesuchten Ebene das System e) erfüllen. Damit 
dasselbe erfüllbar ist, müssen für Q und <J solche Werthe genommen 
werden, infolge deren die Determinante dieses Systems verschwindet. 
Ist nun 

+ bu^l 

+ ^44 

SO ist demnach das Verhältniss 9 : Ö an die Gleichung gebunden 
für Punktcoordinaten : 



/' = »11 ^1 + 
/" = hn xl + 



• • • 



• • • 






für Büschel, 



für Schaaren, 



g) 



b) 



flu Q-—hi^, «13 Q — ^12 <*, 

«13 9 — ^13 <^, «23 9 — ^23 <^, 
«14 Q — ^14 ^y «24 9 — ^24 ^y 

für Plancoordinatwi : - 



Ci2^— C?j2Ö, 



C22 Q — ^22 ^> 
^23^ — ^23<^, 
^24^ — ^24<J, 



«13 9"" ^13 <^» 
«23 Q — ^23 <^» 
«3:J 9 — ^33 ^y 
«34 9 — ^34 <^» 



C23 9 — ä^z <^, 
Css9 — ^33<^, 



«14 P ^14 <^ 

«24 P ^4^ 

«349— ^34^ 

«44P--^44<J 

C\i9 — du6 

C24 Q d24^ 

C44Q — d^iö 



= 0, 



— 0. 



C84 Q C?34 Ö, 

So viele reelle Wurzeln Q : <J eine dieser beiden Gleichungen 
hat, so viele gemeinsame Paare von Pol und Polarebenen haben 
die beiden Flächen zweiter Ordnung. 

Hieraus ergiebt sich: • 
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Die beiden Gleichungen g) und h), die sich auf dieselben beiden 
Flächen beziehen, haben immer gleich viel reelle Wurzeln.- 

Zwei Flächen zweiter Ordnung haben kein gemein- 
sames Paar Pol und Polare, oder zwei gemeinsame Paare, 
oder vier gemeinsame Paare. 

Man findet leicht durch geometrische Schlüsse: 

Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung zwei gemeinsame Paare 
Pol und Polare haben, so liegt der Pol der Ebene jedes Paares in 
der Ebene des andern Paares. 

Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung vier gemeinsame Paare 
Pol und Polare haben, so bilden die Pole die Ecken, die Polaren 
die Seiten eines für alle Flächen des Buscheis oder der Schaar sich 
selbst conjugirten Tetraeders. 

13. Bestimmung ^er einem Büschel von Flächen 
zweiter Ordnung zugehörigen Kegel, und der einerSchaar 
von Flächen zweiter Ordnung zugehörigen Grenzflächen. 

Giebt man den Flächen des Büschels und der Schaar die Form: 

K=Qf' — <y/" = 0, 

so liefert die erste Gleichung einen Kegel und die zweite eine Grenz- 
fläche zweiter Ordnung, wenn die Discriminante der Gleichung ver- 
schwindet. 

Diese Bedingungen für das Yerh^ltniss Q : Ö sind identisch 
mit den Gleichungen g) und h) in voriger Nummer. Man schliesst 
hieraus : 

Ein Büschel enthält höchstens so viel Kegel, und eine 
Schaar höchstens so viele Grenzflächen, als gemeinsame 
Paare von Pol und Polaren vorhanden sind. 

Es können aber auch weniger Kegel oder Grenzflächen existiren, 
sobald für reeUe Wurzeln Q : 6 der Gleichungen g) oder h) die 
Flächen 

Qf — <J/" = 

keine reellen Punkte oder Ebenen enthalten. 

Ist p :• <J eine reelle Wurzel von g) , abo 

Qf - <J/" = 
die Gleichung eines dem Büschel ff*' angehörigen Kegels, so er- 
füllen die Coordinaten der Kegelspitze das System von Gleichungen: 



264 Sätze über Büschel und Schaaren von 

P/i' - ö/i" = 0, 
qA' — ö/«" = 0, 
Qfz - Ö/3" = 0, 
QA' — 0/4" = 0. 
Ist ^ : tf eine reelle Wurzel von h), also 

Qf — df" = 

eine Grenzfläche der Sohaar/'/", so erfüllen die Coordinaten der 
Hauptebene ein ebenso gestaltetes System: 

Qfi — (ifi'=^0, i = 1,2, 3,4. 

Beide Systeme sind identisch mit den beiden Systemen e) der 
vorigen Nummer (worin /'/" ebenfalls sowohl als Gleichungen in 
Punktcoordinaten als in Plancoordinaten zu substituiren sind). Diese 
Wahrnehmung ergiebt: 

Die Spitzen der einem Büschel zugehörigen Kegel 
sind Punkte, die für alle Flächen des Büschels dieselbe 
Polarebene haben. 

DieHduptebenen der einerSchaar zugehörigenGrenz- 
flächen sind Ebenen, die für alle Flächen der Schaar den- 
selben Pol haben. 

In Rücksicht auf die gegebenen Entwicklungen beweist man 
leicht die folgenden Sätze : 

14. Die Flächen eines Büschels zweiter Ordnung werden von 
jeder Geraden in Paaren von entsprechenden Punkten zweier invo- 
lutorischen Reihen durchdrungen. 

Die Flächen einer Schaar von Flächen zweiter Ordnung werden 
von jeder Geraden als Axe aus durch Paare entsprechender Ebenen 
zweier involutorischen Ebenenbüschel tangirt. 

Zum Beweise lege man das Axentetraeder so, dass es die frag- 
liche Schnittgerade oder Büschelaxen als Seite enthält; man kommt 
dann auf den an letzter Stelle entwickelten Satz über involutorische 
Punktreihen und Geraden - oder Ebenenbüschel zurück. 

i 15. Die Mittelpunkte der Flächen eines Büschels liegen auf dem 
Durchschnitt zweier bestimmten Flächen zweiter Ordnung; derselbe 
enthält die Spitzen der im Büschel enthaltenen Kegel. 

Die Mittelpunkte der Flächen einer Schaar liegen auf einer 
Geraden. 

16. Die Polaren eines gegebenen Punktes P in Bezug auf die 
Kegelschnitte eines Büschels gehen durch einen Punkt (Q). Diese 
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beiden Punkte haben reciproke Bedeutung: die Polaren von Q in 
Bezug auf alle Büschelkegelschnitte gehen durch P. 

Die Polarebenen eines gegebenen Punktes P in Bezug auf die 
Flächen eines Büschels von Flächen zweiter Ordnung gehen durch 
eine Gerade. 

Die Pole einer Geraden T in Bezug auf die Kegelschnitte einer 
Schaar sind in einer Geraden enthalten (ü). Die Bedeutung von T 
und ü ist reciprok. 

~ Die Pole einer Ebene T in Bezug auf die Flächen einer Schaar 
von Flächen zweiter Ordnung liegen auf einer Geraden. 

Ist das Büschel, oder die Curvenschaar, oder das Flächenbüschel, 
oder die Flächenschaar durch zwei in ihr enthaltene Gebilde zweiter 
Ordnung bestimmt: 

/' = 0, f" = 0; 

sind ferner die Gleichungen der Polaren von P, oder des Poles von 
T in Bezug auf / ' und /" : 

<)p' = 0, <)P"=0; 

so hat' der Pol von P bez. die Polare von T in Bezug auf das In- 
dividuum des Büschels oder der Schaar 

K= II f + vj" = 0, oder Ä = ^/' -f v/' = 

die Gleichung: 

ft g?' -[- i; 9" = 0. 

17. Man bilde das System von Flächen zweiter Ordnung, 
deren Gleichungscoefficienten ,für Punktcoordinaten bez. Plancoor- 
dinaten homogene lineare Functionen dreier Variabein sind, und 
zwar so, dass die Coefficienten der Gleichung einer individuellen 
Fläche des Systems durch bestimmte' reelle Werthe der Variabein 
A, ft, V aus den Formeln 

hervorgehen: So liegen die Mittelpunkte dieser Flächen für Punkt- 
coordinaten auf einer Fläche zweiter Ordnung, für Plancoordinaten 
auf einer Ebene. 

Die Polarebenen eines Punktes P in Bezug auf die Flächen 
dieses Systems in Punktcoordinaten gehen durch einen Punkt {Q)'y 
P und Q sind reciprok. 

Die Pole einer Ebene T in Bezug auf die Flächen dieses Systems 
in Plancoordinaten liegen auf einer Ebene (17); T und 17 sind reciprok. 
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Seite. 61. ZeüeS von oben lies ,(25)" und „(28)'* statt „(17)" und ,(19)". 
80, „ X2 von oben lies „rj <C t;2<t?s'' statt „»i > t;2> t's". 

82, „ 8 und 10 von unten vertausche „geradezu, „ungerade*. 

83, „- 3 und 8 vou oben vertausche „Hyperbel" und „Ellipse". 

' r A" X" 

j, 93, „ l von unten lies „ " statt „ — ". 

rV X* 

j, 94, „ 1 von oben lies „rMj" und „ — " statt „fiUi"" und p— ". 

„ 107, „ 20 von oben lies „Fläche" statt „Curve"». 

„ 132, „ 5 von unten lies „«i* «g* «s*" statt „«jWg'^s*'' 

y, 191, „ 5 von unten lies „= — " statt „=". 

„ 192, „ 1 und 2 von unten lies „—2" statt „+ 2". 

, 195, „ 20 und 21 von oben Kes „^ : ■^^" und „^ : -^ statt 

der reciproken Werthe. 
Ferner bittet der Verfasser, einige Verwechselungen in den Seitenüber- 
schriften zu verbessern. 
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Mechanik, Maschlnenban, Banknnst nnd 

Zelclmeiilelire. 



(X^=* Die hier aufgeführten Werke sind durch jede Buchhandlung 

zu beziehen. 



tiscliofri M., Des Schiffbauers Taschenbuch. Mit 48 in den 

Text eingedruckten Holzstichen und drei Titelbildern. 8. Fein Velinpap. geh. 

Preia 2 Thlr. 10 Sgr. 

lutr, Dr. Heinrioliy Lehrbuch der physikalischen Mechanik. In 

zwei Theilen. Mit zahlreichen in den Text eingedruckten Holzstichen, gr. 8. 
Fein Velinpapier, geh. Erster Theil. Preis 2 Thlr. 15 Sgr. 

Jultur -Ingenieur, der. Herausgegeben von Dr. Friedrich Wil- 
helm Dünkelberg. Gemeinnützige Vierteljahrsschrift für Förderung und Ver- 
breitung polytechnischer Kenntnisse in ihrer Anwendung auf Landwirt hschaft. 
unter Mitwirkung von Technikern und Landwirthen herausgegeben. Mit colorirten 
und schwarzen Tafeln und zahlreichen in den Text eingedruckten Holzstichen, gr. 8. 
Fein Velinpap. geh. 

Erster Band (in vier Heften). Preis 3 Thlr. 

Zweiter Band (in vier Heften). Preis 4 Thlr. 

Dritter Band, erstes Heft. Preis 20 Sgr. 

„ „ zweites Heft. Preis 20 Sgr. 

)iLlia]nel| Lehrbuch der reinen Mechanik. Deutsch bearbeitet 

für Universitäten, polytechnische und Kriegsschulen, sowie zum Selbstunterrichte 
von Dr. Wilh. Wagner. Zwei Theile in einem Bande nebst Zusätzen nach 
der zweiten Auflage des Originals. Mit in den Text eingedruckten Holzstichen. 
I gr. 8. Fein Velinpap. geh. Preis 1 Thlr. 

Bngelliardt, J. D. W. E., Sammlung von Erfahrungen, wie bür- 
gerliche Wohngebäude dauerhaft zu construiren, bequem einzurichten, verständig 
zu verzieren und wohlfeil aufzuführen, sowie zu erhalten sind. Ein Hülfsbuch 
für Alle, die solche Gebäude aufführen, erwerben oder verbessern wollen, gr. 8. 
geh. Preis 1 Thlr. 10 Sgr. 

Prick, Prof. Dr. J., Die Feuerspritze. Anleitung zu deren Bau, 

Berechnung, Behandlung und Prüfung, für Spritzenfabrikanten, Spritzenmeister, 
Polizei- und Gemeindebeamte, Löschvereine und Feuerversicherungsgesellschaften. 
Mit 263 in den Text eingedruckten Holzstichen, gr. 8. Fein Velinpap. geh. 

Preis 2 Thlr.' 20 Sgr. 

Pürstenbergy S., Anleitung zum Unterricht im Freihandzeichnen 

mit Rücksicht auf die Methode der Brüder Ferdinand und Alexandre Dupuis 
nebst einem Anhange: „Vorschule der Perspective^. Mit SO in den Text einge- 
druckten Figuren und 2 Tafeln, gr. 8. Fein Velinpap. geh. 

Herabgesetzter Preis 10 Sgr. 



2 Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn in Braunechweig. 

HeolltVHetlirioh, Curventafdii zum Tra^iren von EisenbahiK 

Chausseen etc. mit erläuterndem Texte und Figuren. Für Ingenieure, Geomel 
Baumeister, Bauunternehmer und Techniker überhaupt, gr. 8. Fein Velinpi 
geh. . Preis 12 Sj 

Moll 9 0. L. und F. Reuleaux, Die Festigkeit der Materialien 

namentlich des Guss- und Schmiedeeisens. Zunächst für Ingenieure und polytecli 
nische Schulen. Besonderer Abdruck aus der „C onstructionslehre für dei 
Maschinenbau". Mit in den Text eingedruckten Holzstichen, gr. 8. Feil 
Velinpap. geh. , Preis 15 Sgl 

Müller, Prof. Dr. Job. , Die constructive Zeiclmungslehre odei 

die Lebi« yom Orund- ulid AnfHssj det Parallelperspective , der malerischen Per 

spective und der Schattenconstruction , für technische Lehranstalten und für dei 

Selbstunterricht. 4. Fein Velinpap. geh. 

Erster Theil. Text. Preis 20 Sgr 

Atlas (35 Kupfertafeln). Preis 2 Thlr 

Zweiter Theil. Text. Preis 20 Sg» 

Atlas (37 Kupfertafeln). Preis 2 Thlr 

Reuleauz, Prof. F., Constructionslehre für den Maschinenbau 

Royal'Octav. Fein Velinpap. geh. Erster Band: Construction der Maschinen 
theile. Mit einem Atlas von 31 Tafeln in Imperial-Format und l61 in den Tcx 
eingedruckten Holzstichen. Preis 12 TlUr. 20 Sgr 

ReuleauZ) Prof. F., Ueber den Maschinenbaustyl. Ein Beitraf 

zur Begründung einer Formenlehre für den Maschinenbau. Mit 83 in den Tex^ 
eingedruckten Holzstichen. (Besonderer Abdruck aus der „Constructionslehre füi 
den Maschinenbau" von demselben Verfasser.) gr. 8. Fein Velinpap. geh. 

Preis 16 Sgr 

Reuleaux, Prof. F., Kurzgefasste Geschichte der Danipfinaschine 

Mit in den Text eingedruckten Holzstichen. Preis 5 Sgr. 

ReuleauZy Prof. F., Der Constructeur. Ein Handbuch zum Ge- 
brauch beim Maschinen-Entwerfen. Für Maschinen- und Bau-Ingenieure, Fabri- 
kanten und technische Lehranstalten. Dritte sorgsam durchgearbeitete und er« 
weiterte Auflage. Mit zahlreichen in den Text eingedruckten Holzstichen. Royal- 
Octav. Fein Velinpap. geh. Preis 4 Thlr. 24 Sgr. 

Rosengarten, A., Das Buch von den architektonischen Stylarten. 

Eine kurze allgemeinfassHche Darstellung der charakteristischen Verschiedenheiten 
der architektonischen Stylarten zur richtigen Verwendung in Kirnst und Handwerk. 
Für Architekten, Maler, Bauschulen und Baugewerkschulen, Handwerker im All* 
gemeinen und Bauhandwerker im Besonderen und für gebildete Freunde derKunsl 
und Architektur. Mit 638 in den Text eingedruckten Holzstichen, gr. 8. Feii 
Velinpap. geh. Zweite umgearbeitete und vermehrte Auflage. Preis 4 Thlr, 

In engl. Leinen cartonnirt 4 Thlr. 10 Sgr 

Soheffler^ Dr, Hermann, Ueber Gitter- und Bogenträger und 

über die Festigkeit der GefUsswände, insbesondere über die Ursachen der Explo- 
sionen. Zwei Monographien zur Erweiterung de];Biegung8- und Festigkeitstheorie 
Mit in den Text eingedruckten Holzstichen, gr. 8. Fein Velinpap. geh. 

Preis 1 Thlr. 15 Sgr 

Scheffier, Dr. Hermann, Die Prinzipien der kalorischen Ma- 
schine von Erikson. 8. geh. Preis 5 Sgr 

Soheffler, Dr. Hermann, Die Wirkung zwischen Schiene und 

Rad. Eine Vorlage für die Versammlung der deutschen Eisenbahntechniker in 
Jahre 1868. Mit in den Text eingedruckten Holzstichen und zwei Tafeln. 8. 
Fein Velinpap. geh. Prds 15 Sgr 

Soheffler, Adolph, Ueber eine rationelle Form der Eisenbahn- 
wagenachsen und die technischen Vorzüge der Gussstahlachsen. Mit einer litho- 
graphirten Tafel, gr. 8. Fein Velinpap. geh. Preis 8 Sgr. 
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Ohellen, Dr. H., Die Schule der Elementar-Mechanik und Ma- 
schinenlehre für den Selhstanterricht angehender Techniker, Mechaniker, Indu- 
strieller, Landwirthe, Bergmänner, Architekten, Bauhandwerker, Werkführer, 
Mühlen- und Fahrikhesitzer , sowie für Gewerhe- und Realschulen. Zum Theil 
nach Delaunay's Cours 61^mentaire de M^canique frei hearheitet. Mit 837 in 
den Text eingedruckten Ilolzstichen. 8. Fein Velinpap. geh. Zwei Bände. 
Dritte verhesserte Auflage. Preis 3 Thlr. 

Chellen , Dr. H. , Der elektromagnetische Telegraph in den 

I Hauptstadien seiner Entwickelung und in seiner gegenwärtigen Anshildung und 

L Anwendung nebst einem Anhange über den Betrieb der elektrischen Uhren. Ein 

[ Handbuch der theoretischen und praktischen Telegraphie für Telegraphenbeamte, 

I Physiker und das gebildete Publikum. Mit 487 in den Text eingedruckten Holz- 

f Stichen. Fünfte gänzlich umgearbeitete und bedeutend erweiterte, den neuesten 

j Zuständen des Telegraphenwesens angepasste Auflage, gr. 8. Fein Velinpap. geh. 

[ Complet in vier Lieferungen. Preis 4 Thlr. 20 Sgr. 

koholl, E. F.y Der Führer des Maschinisten. Ein Hand- und 

I Hülfsbuch für Heizer, Dampfmaschinenwärter, Mechaniker, Ingenieure, Fabrik- 
herren, Maschinenbauaii stalten, technische Behörden u. Gewerbeschulen. Siebente 
verbesserte und vermehrte, unter Mitwirkung von F. Reuleaux herausgegebene 
Auflage. MK in den Tc:;t eingedruckten Holzstichen. 8. Fein Velinpap. Cart. 

Preis 1 Thlr. 25 Sgr. 

, Dasselbe Werk gebunden. Preis 2 Thir. 2% Sgr. 
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emper, Gottfried, Die vier Elemente der Baukunst. Ein Bei- 
trag zur vergleichenden Baukunde. 8. Fein Velinpap. geh. Preis 20 Sgr. 

exnper, Gottfried, Das Königliche Hoftheater zu Dresden. Mit 

12 Kupfertafeln, gr. Fol. geh. Preis 6 Thlr. 20 Sgr. 

^Oit, A. von, Das chemische Laboratorium der königlichen Aka- 

I demie der Wissenschaften in München. Unter Mitwirkung von Justus v. Lie- 
big. Nebst einem Atlas mit 13 Tafeln in Quer-Folio. gr. 8. Fein Velinpap. 
geh. Preis 5 Thlr. 

Weisbach, Prof. Dr. J., Lehrbuch der Ingenieur- und Maschinen- 
mechanik. Mit den nöthigen Hülfsiehren aus der Analysis für den Unterricht an 
technischen Lehranstalten sowie zum Oebrauch für Techniker bearbeitet. In drei 
Theilen. Jeder Theil mit etwa 800 bis 1000 in den Text eingedruckten Holz- 
stichen, gr. 8. Fein Velinpap. geh. 

Erster Theil: Theoretische Mechanik. Fünfte Auflage. Mit gegen 900 in den Text 
eingedruckten Holzstichen. Erste bis vierte Lieferung. Preis 4 15 Sgr. 
Zweiter Theil: Statik der Bauwerke und Mechanik der Umtriebsmaschinen. Vierte 
verbesserte und vervollständigte Auflage. Vollständig in 12 Lieferungen. 

Preis complet 6 Thlr. 

Diitter Theil: Die Mechanik der Zwischen- und Arbeitsmaschinen. Zweite Auflage. 

Mit gegen 1000 in den Text eingedruckten Holzstichen. Erste und zweite 

Lieferung. Preis i 15 Sgr. 

Weisbacli , Prof. Dr. J. , Der Ingenieur, Sammlung von Tafeln, 

Formeln und Regeln der Arithmetik, der theoretischen und praktischen Geometrie 
sowie der Mechanik und des Ingenieurwesens. Für praktische Geometer, Mecha- 
niker, Architekten, Civilingenieure, Berg- und Hüttenbeamte, Baugewerksmeister 
und andere Techniker bearbeitet. Fünfte verbesserte Auflage. Mit 491 in den 
Text eingedruckten Holzstichen. Taschenformat. Preis 2 Thlr. 4 Sgr. 

In engl. Leinen gebunden. Preis 2 Thlr. 16 Sgr. 

Wemioke, Ad., Lehrbuch der Mechanik in elementarer Darstel- 
lung, mit Uebungen und Anwendungen auf Maschinen* und Bau-Constructionen. 
Für den Unterricht an Gewerbe- und Realschulen, sowie zum Privatstudium. Für 
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angehende Ingenieure und Architekten bearbeitet, gr. 8. Satin. Velinpap. ge] 

In zwei Theilen. 

Erster Theil: Mechanik fester Körper. Zweite Auflage. Mit 405 in den Tei 

eingedruckten Holzstichen. Preis 2 Thli 

Zweiter Theil: Mechanik flüssiger Körper. Mit 170 in den Text eingedruckte 

Holzstichen. Preis 1 Thlr. 10 Sgl 

Zemikow, Dr., Die Theorie der Dampfmaschinen, in welcher di< 

physikalischen Eigenschaften und die mechanischen Wirkungen des Dampfes to 
der ersten Ursache der Dampf bildung, von der Wärme, abhängig gemacht wei 
den. gr. 8. Fein Velinpap. geh. Preis 1 Thlr. 10 Sgl 



